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Kurzfassung
Beim Entleeren von Silos und während Hangrutschungen treten in granularen Materia-
lien Phasenübergänge von einem festen, geschwindigkeitsunabhängigen in einen flüssi-
gen, viskosen Zustand auf. Im Ruhezustand kennzeichnet ein elastoplastisches, dilatan-
tes Verhalten das Material. Für geringe Dichten und hohe Geschwindigkeitsgradienten
zeigt das Material hingegen ein Verhalten ähnlich einer nicht-newtonschen Flüssigkeit.
Das vorgestellte Materialmodell berücksichtigt beide Bewegungszustände und insbe-
sondere den Phasenübergang zwischen ihnen. Die numerische Simulation der dyna-
mischen Vorgänge während des Entleerens von Silos erfolgt mit Hilfe der Raum-Zeit-
Finite-Elemente-Methode und einer einheitlichen Betrachtung von Silowand, Schüttgut
und umgebender Luft. Die durchgeführten Simulationen ermöglichen die Analyse der
Phänomenologie der Siloentleerung und Aussagen über Einflüsse geometrischer sowie
materiebezogener Größen. Dabei stehen das Entleerungsverhalten, der Spannungszu-
stand sowie Wandsteifigkeit und Wandreibungswinkel im Mittelpunkt der Betrachtung.
Abstract
During landslides and discharge of silos granular materials show phase transitions from
a solid-like, rate-independent to a fluid-like, viscous state. The quasi-static state is char-
acterised by an elasto-plastic, dilatant behaviour. On the other hand, granular materials
of low densities and high strain rates show a behaviour similar to compressible, non-
Newtonian fluids. The presented model includes both material states emphasising on
the occurrence and form of the phase transition. The numerical simulation of dynamical
effects during the discharge of silos is carried out applying Space-Time-Finite-Element-
Method for silo structure, bulk material and surrounding air. The model allows for the
analysis of silo phenomena with respect to the discharge process and resulting stresses
as well as effects of wall stiffness, wall friction and silo geometry.
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1 Einleitung
In vielen Bereichen der Lebensmittel-, Pharma- und Bauindustrie werden Silos zur La-
gerung von Schüttgütern verwendet. Während des Entleerens mit granularen Materia-
lien gefüllter Silos kann es aufgrund großer dynamischer Lasten zu störenden und kon-
struktionsgefährdenden Phänomenen kommen. Hierzu zählen Brückenbildung und tote
Zonen ebenso wie pulsierendes Ausfließen, welches durch Materialbewegungen und
Interaktion mit der Konstruktion hervorgerufen wird [12].
Die Kenntnis der Druckverhältnisse ist in Silos sowohl im Füllzustand als auch wäh-
rend des Entleerens von großer Bedeutung für die Bemessung. Bestehende Normen [1]
berücksichtigen die maßgeblichen Lasten zu Beginn des Entleerungsvorganges aus-
schließlich über Sicherheitsfaktoren aus den statischen Lasten im Füllzustand. Un-
mittelbar nach dem Öffnen des Silos erfolgt jedoch ein Phasenübergang von einem
feststoff- zu einem flüssigkeitsähnlichen Materialverhalten und führt zu dem als Switch
bezeichneten Phänomen. Hierbei entstehen lokale Spannungsmaxima infolge der Aus-
bildung von Auflockerungs- und Verdichtungszonen und der Umlagerung der Lastver-
teilung innerhalb des Schüttgutes, welche zu einem Versagen der Wand führen können.
Für die verfahrenstechnische Auslegung ist neben statischen Gesichtspunkten das
Fließprofil von Bedeutung. Abhängig von Trichterneigung, Wandreibungsbeiwert und
Schüttguteigenschaften stellt sich ein Massenfluß oder ein Kernfluß im Silo ein. Wei-
tere Diskontinuitäten im Fließprofil entstehen bei geringer Trichterneigung infolge von
Verdichtungs- und Auflockerungszonen [34]. Infolge des ungleichmäßigen Fließpro-
fils entstehen toten Zonen, in welchen sich das granulare Material nicht bewegt. Diese
müssen aufgrund der gesetzlich vorgeschriebenen Rückverfolgbarkeit des gelagerten
Materials und für eine bessere Auslastung des Silos mittels zusätzlicher Austragshilfen
entfernt werden [2]. Desweiteren ist die Interaktion zwischen Bauwerk und Schüttgut
für den Entleerungsvorgang von Bedeutung, da bereits kleine Verformungen der Si-
lowand und Änderungen der Wandrauhigkeit die Form des Fließprofils entscheidend
beeinflussen.
Bestehende Modelle beruhen meist auf experimentellen und empirischen Untersuchun-
gen mit einer begrenzten Anzahl geometrischer Abmessungen und Materialien und sind
daher nicht in der Lage, Vorhersagen über das dynamische Entleerungsverhalten unter
Berücksichtigung aller Effekte zu treffen. Daher kommen immer häufiger numerische
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Untersuchungen, insbesondere mit der Finite-Elemente-Methode, zur Analyse von Si-
los zum Einsatz. Die Strukturanalysen erfordern ein Materialmodell, welches flüssige
und feste Zustände abbilden kann, ebenso wie eine Modellierung der Kopplung zwi-
schen Schüttgut und Silostruktur.
1.1 Modellbildung
Zu den in Silos gelagerten Granularen zählen Pulver in der Pharmaindustrie, Weizen
in der Landwirtschaft oder Zement in der Baubranche. Trotz unterschiedlicher Anwen-
dungen und Partikeldurchmesser können ähnliche Phänomene bei diesen verschiedenen
Materialien beobachtet werden. Infolgedessen existiert eine Vielzahl an experimentel-
len und numerischen Modellierungsansätzen zur Beschreibung granularer Materialien,
wobei wenige für die Untersuchung des Entleerungsvorganges von Silos geeignet sind.
Granulare Materialien bestehen aus einzelnen Partikeln, welche nur über Kontaktkräfte
interagieren. Für trockene granulare Medien wird unter Vernachlässigung des Poren-
raumfluids das Materialverhalten vorrangig vom Feststoffanteil und somit der Dichte
des Haufwerks bestimmt [46]. Für hohe Feststoffanteile dominieren Reibkontakte zwi-
schen den Partikeln, während Energie- und Impulsaustausch über viele kurzzeitige Kol-
lisionen für geringe Partikelkonzentrationen die Eigenschaften bestimmen. Für geringe
Feststoffanteile und hohe Scherraten verhalten sich Granulare nahezu wie Flüssigkei-
ten, wohingegen sie unter quasi-statischen Bedingungen ein feststoffähnliches Verhal-
ten zeigen.
Abhängig von der Aufgabenstellung existieren unterschiedliche Modellansätze zur Be-
schreibung des Materialverhaltens. In der Bodenmechanik ist vorrangig der Grenzzu-
stand der Tragfähigkeit des festen Granulars von Interesse, während die Verfahrenstech-
nik Informationen über Fließeigenschaften und Transportfähigkeit des Materials be-
nötigt. Bestehende Materialmodelle beschreiben meist nur einen Anwendungsbereich
und ermöglichen somit keine Beschreibung des Übergangs von festem zu flüssigem
Zustand, wie er beispielsweise beim Entleeren eines Silos auftritt.
Die Untersuchung realer Strukturen kann den jeweiligen Materialmodellen ent-
sprechend mit unterschiedlichen Diskretisierungsmethoden erfolgen. Die Diskrete-
Elemente-Methode erfordert andererseits keine Annahme über das zu erwartende Ma-
terialverhalten, weil die Bewegungsbeschreibung explizit für jedes einzelne Partikel mit
Hilfe des 2. Newtonschen Axioms und eines mikroskopischen Kontaktmodells für die
Interaktion der Partikel erfolgt [18]. Holst et al. [39] vergleichen die Ergebnisse ver-
schiedener Berechnungen eines Modellsilos mit der Diskrete-Elemente-Methode. Die
Diskrete-Elemente-Methode liefert qualitativ gute Aussagen zum Fließverhalten in Si-
los, erlaubt jedoch kaum Rückschlüsse auf die Spannungen innerhalb des Schüttgutes
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und zwischen Granular und Silowand. Aufgrund der begrenzten Rechnerkapazität und
der bislang unbekannten mikroskopischen Modellparameter ist die Diskrete-Elemente-
Methode derzeit ungeeignet, die Interaktion zwischen Silowand und Schüttgut zu be-
stimmen.
Ein weiterer Ansatz zur Modellierung granularer Materialien ist aus der kinetischen
Gastheorie dichter Gase abgeleitet. Die Beschreibung der Bewegung der Partikel nach
Lun [64] und Haff [31] erfordert die Lösung von Masse,- Impuls- und Pseudoenergie-
bilanz, welche die Fluktuationsenergie der Partikel betrachtet und formal einer Ener-
giegleichung entspricht. Anderson und Jackson [5] sowie Savage [83] erweitern die
kinetischen Modelle um einen reibungsabhängigen Spannungsterm, welcher dauerhaf-
te Kontakte und Mehrpartikelkonstellationen berücksichtigt. Dieser Ansatz ist aufgrund
der Beschränkung auf sehr schnelle Scherströmungen und geringe Partikelkonzentra-
tionen sowie des hohen Berechnungsaufwandes und der zu berücksichtigenden Ener-
giebilanz für komplexe Anwendungen ungeeignet.
Kontinuumsmechanische Modelle, welche im Rahmen dieser Arbeit verwendet wer-
den, bieten hingegen die Möglichkeit, komplexe Strukturen, welche die Größe der Ein-
zelkörner weit übersteigen, abzubilden. Die Differenzialgleichungen aus Massen- und
Impulsbilanz sowie dem Werkstoffmodell werden in der schwachen Form beispielswei-
se mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode diskretisiert. Es existieren zahlreiche Model-
le zur Beschreibung einzelner Phänomene des Materialverhaltens. Der Vorteil phäno-
menologischer Modelle ist ihre Anpassungsfähigkeit an die Erfordernisse des betrach-
teten Materialverhaltens. Es sind keine Annahmen über die innere Struktur oder Wech-
selwirkung zwischen den Partikeln notwendig, wenn das verwendete Modell lediglich
an makroskopische Beobachtungen angepaßt wird.
Granulare Materialien geringer Dichte unter großer Scherbeanspruchung können als
nicht-newtonschen Flüssigkeiten betrachtet werden, deren Viskosität vom Fließzustand
und somit von Scherrate, Dichte und Dichtegradient des Materials abhängt. Die Be-
trachtung granularer Materialien als nicht-newtonschen Flüssigkeiten erlaubt die reali-
tätsnahe Beschreibung schneller Bewegungen, beispielsweise bei Hangrutschungen, in
Suspensionen oder in Mischungsvorgängen.
Für die Beschreibung eines scherspannungsbehafteten Ruhezustandes ist eine Model-
lierung des Materials als Feststoff erforderlich. Zahlreiche Feststoffmodelle entstam-
men der Bodenmechanik, wo sowohl die Kenntnis des Verformungsverhaltens als auch
die Bruchlast von Böden und Gestein von Bedeutung sind. Die Simulation großer Ver-
formungen und schnellen Fließens ist jedoch nur mit erheblichem Aufwand möglich.
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1.2 Zielsetzung
Ziel der Arbeit ist die Entwicklung eines numerischen Modells zur Analyse des Ent-
leerungsvorganges in Silos sowie zur Beurteilung der Standsicherheit und des Fließver-
haltens.
Die Beschreibung des Entleerungsvorganges von Silos erfordert ebenso wie die Darstel-
lung von Hangrutschungen ein Modell, welches schnellfließende und quasi-statische
Bewegungszustände sowie den Phasenübergang abbilden kann. Existierende Model-
le zur Beschreibung des flüssigkeits- bzw. feststoffähnlichen Materialverhaltens bilden
die Grundlage für die Entwicklung eines neuen Mehrphasenmaterialmodells. Das Ver-
halten granularer Materialien unter großen Scherraten ähnelt dem nicht-newtonscher
Flüssigkeiten, während granulare Materialien unter quasi-statischen Bedingungen als
Feststoff modelliert werden können.
Die Verbindung der Vorteile beider kontinuumsmechanischer Modellannahmen führt
zu der hier vorgestellten Zweiphasenformulierung. Das Gesamtmaterialverhalten folgt
aus einer gewichteten Superposition aus Flüssigkeits- und Feststoffverhalten. Der
Wichtungsfaktor berücksichtigt dabei den vorherrschenden Bewegungszustand, vorran-
gig Verzerrungsraten und Scherspannungen. Der Mehrphasenmodellansatz erlaubt mit
relativ geringem numerischen Aufwand die Simulation komplexer Vorgänge, die beim
Entleeren von Silos oder beim Phasenübergang zu Beginn von Hangrutschungen auf-
treten. Das Modell benötigt eine minimierte Anzahl von Modellparametern, welche für
beide Phasen mit Hilfe standardisierter Versuche getrennt ermittelt werden können.
Die Modellierung von Siloentleerungen erfordert weiterhin die Beschreibung des Flie-
ßens unter Berücksichtigung großer Verschiebungen mit Abbildung der freien Ober-
fläche. Im Rahmen dieser Arbeit werden die grundlegenden kontinuumsmechanischen
Bilanzgleichungen um Kopplungsbedingungen zwischen Schüttgut und Silowand so-
wie um die Abbildung der freien Oberfläche erweitert und mit der Raum-Zeit-Finite-
Elemente-Methode gelöst.
Die Anwendbarkeit des entwickelten Modells zeigen numerische Simulationen von
Hangrutschungen und Schüttkegeln sowie der Vergleich mit experimentellen Ergeb-
nissen. Für die Untersuchung von Silos stehen insbesondere das Entleerungsverhalten,
die hieraus resultierenden Spannungen sowie Einflüsse aus Wandsteifigkeit, Wandrei-
bungswinkel und Silogeometrie im Mittelpunkt der Betrachtung.
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2 Beschreibung granularer Materialien als
nicht-newtonsche Flüssigkeiten
Granulare Materialien zeigen aufgrund ihrer Struktur große phänomenologische Ähn-
lichkeit zu nicht-newtonschen Flüssigkeiten. Flüssigkeiten sind in der Rheologie Ma-
terialien, welche sich unter dem Einfluß von Scherspannungen unbegrenzt verformen
und in Ruhe keine Scherspannung aufweisen, sondern einen hydrostatischen Span-
nungszustand zeigen. Nicht-newtonsche Fluide sind Flüssigkeiten, deren Viskosität bei
veränderlichen Scherspannungen nicht konstant ist. Man unterscheidet strukturviskose
und dilatante Fluide je nachdem, ob die Viskosität bei steigender Verzerrungsrate ab-
oder zunimmt. Weiterhin existieren Materialien, welche ein zeitveränderliches Verhal-
ten aufweisen. Neben Granularen gehören Blut, flüssiger Zement und Bentonit dieser
Materialgruppe an.
Bei Granularen geringer Dichte und bei hohen Verzerrungsraten sind Effekte zu
beobachten, welche ein Feststoffmodell nicht beschreiben kann. Die Kenntnis von
Mischungs- und Fließvorgängen granularer Materialien ist in der Industrie von großer
Bedeutung, da während der Entleerung von Silos große verfahrenstechnische Probleme
auftreten können, welche nur unter Berücksichtigung der Phänomenologie des fließen-
den Materials erklärbar sind. Auch bei Bergrutschen, Steinschlägen sowie Schnee- und
Eislawinen findet ein Phasenübergang mit anschließendem Fließen statt, das von der
Viskosität und der Hangneigung bestimmt ist. Aufgrund des großen Gefahrenpotentials
dieser Naturkatastrophen ist es wichtig, einen Zusammenhang zwischen der vorhande-
nen Hangneigung und der zurückgelegten Entfernung zu finden.
2.1 Experimentelle Untersuchungen und Modellierungsansätze
Die Beschreibung granularer Materialien als Flüssigkeiten folgt aus einer Reihe expe-
rimenteller Beobachtungen, welche ein von der Verzerrungsrate abhängiges Material-
verhalten aufzeigen. Diese Ergebnisse legen die Anforderungen an realitätsnahe Mo-
dellierungsansätze fest.
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2.1.1 Reine Scherströmungen
Die ersten Versuchsergebnisse zu granularen Strömungen beruhen auf den Arbeiten von
Bagnold [8]. Der Autor untersucht den Einfluß der Dichteverteilung und der Viskosität
des Fluids auf das Strömungsverhalten unter reiner, konstanter Scherbeanspruchung in
einer Trommel mit rotierenden Wänden. In den Experimenten sind die starren Körner
stets von einer Flüssigkeit mit vorgegebener Viskosität umgeben. Der Feststoffanteil π
des Granulars, welcher das Verhältnis zwischen der Dichte der Suspension ̺ und der
Dichte der Einzelpartikel ̺S mit
̺ = ̺S · π (2.1)
angibt, variiert zwischen 0,13 und 0,62 .
Bagnold unterscheidet in Abhängigkeit von Feststoffanteil der Mischung, Verzerrungs-
rate und Viskosität der umgebenden Flüssigkeit zwei Strömungsbereiche. Das grain-
inertia-Regime beinhaltet Fließzustände, welche von Kollisionen zwischen den Kör-
nern dominiert sind. Die unregelmäßigen Kontakte treten in Suspensionen mit geringen
Feststoffanteilen π < 0, 55 und bei großen Schergeschwindigkeiten auf. Aus der Be-
trachtung der Einzelkollisionen in der Impulsbilanz folgt eine quadratische Abhängig-
keit der Scherspannung von der Verzerrungsrate. Weiterhin ist ein konstantes Verhältnis
zwischen Scherspannung τ und hydrostatischem Druck p von τ ≈ p tanϕg festzustel-
len. Der beobachtete, nahezu konstante Zusammenhang zwischen Scherspannung und
Druck in den Experimenten entspricht einem dynamischen Reibungswinkel ϕg, wel-
cher um 3 bis 4◦ kleiner ist als der statische. Diese Relation spiegelt das Verhältnis von
Haft- zu Gleitreibung wider.
Im Gegensatz zum grain-inertia-Regime stehen die Körner im makroviskosen Regime
in dauerhaftem Kontakt und Reibungskräfte dominieren. Die Geschwindigkeitsfluktua-
tionen sind klein und es folgt eine lineare Abhängigkeit zwischen Verzerrungsrate und
Spannung.
Weitere Experimente [3, 25, 85] bestätigen die Ergebnisse von Bagnold für Versuchs-
anordnungen mit konstantem Volumen. Andererseits zeigt die Scherspannung für eine
konstante Normalbelastung ein ratenunabhängiges Verhalten, womit die Annahme des
nahezu konstanten Reibungswinkel belegt wird. Versuche mit veränderlichem Volu-
men entsprechen dem Verhalten granularer Materialien in freier Bewegung auf einer
schiefen Ebene. Wie bereits Bagnold zeigt, entsprechen die für das Granular bestimm-
ten Werte den Normal- und Tangentialspannungen zwischen Granular und der schiefen
Ebene.
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2.1.2 Phasenübergänge und Dilatanz
Granulare zeigen je nach Versuchsaufbau dilatantes, reibungsbehaftetes Verhalten so-
wie Verflüssigung und Entmischung. Unter schnellen, geschwindigkeitsdominierten
Versuchsbedingungen ist ein ähnlicher Dilatanzeffekt zu beobachten, wie ihn die
Druckzunahme in Bagnolds Experimenten zeigt. Die Volumenzunahme erfordert die
Abbildung von Normalspannungsunterschieden bei Scherbelastung in dem gewählten
Materialmodell.
Weiterhin weisen Granulare die Fähigkeit zur Verflüssigung auf. Dabei verliert das
Material die Fähigkeit Scherspannungen aufzunehmen. Der Steifigkeitsverlust führt zu
Hangrutschungen und Grundbrüchen. Ebenso ist eine Entmischung von Partikeln unter-
schiedlicher Größe, Form und Dichte zu beobachten. Diese Aspekte werden zunächst
nicht berücksichtigt, weil in dieser Arbeit ausschließlich homogenes Material behandelt
wird [46].
Die Spannung innerhalb der Anordnung von Partikeln muß demnach Reibung zwischen
den Partikeln, den lateralen Impulsaustausch an den Kontakten sowie die Impulsüber-
tragung bei Kollisionen berücksichtigen. In realen Situationen sind in der Regel alle
Mechanismen beteiligt. Das Materialmodell muß daher in der Lage sein, alle Einfluß-
faktoren zur berücksichtigen und dem aktuellen Bewegungszustand zuzuweisen.
2.1.3 Modellierungsansätze
Die zahlreichen Versuchsergebnisse für verschiedene Dichten und Verzerrungsraten
motivieren eine Vielzahl unterschiedlicher Modellansätze. Unter Vernachlässigung von
Temperatureinflüssen sind die Modelle auf das rein mechanische Materialverhalten be-
schränkt. Für große Skalen, die mehrere Partikel umfassen, verhalten sich Granulare
phänomenologisch wie nicht-newtonsche Flüssigkeiten. Die Bewegungsbeschreibung
erfolgt mit Hilfe der Massen- und Impulsbilanz, wobei die Spannungen vom aktuel-
len Fließzustand abhängen. Aufgrund unterschiedlicher Fließzustände reicht die Ab-
hängigkeit zwischen Verzerrungsrate und Scherspannung von einem nicht-linearen Zu-
sammenhang für schnellfließende Granulare bis zu einer vollständigen Ratenunabhän-
gigkeit im quasi-statischen Fall.
Viele Arbeiten beruhen auf der Annahme eines verallgemeinerten Reiner-Rivlin-Fluids,
das die Anpassung der Modellparameter an die zu untersuchende Strömung ermög-
licht. Die Spannung setzt sich aus einem linear und einem quadratisch von der Scher-
geschwindigkeit abhängigen Anteil zusammen. Die zugehörigen Viskositäten folgen
je nach Modell aus der Betrachtung der Kollisionen zwischen den Partikeln oder der
empirischen Anpassung beider Werte an Versuchsergebnisse. Die Abbildung von Nor-
7
malspannungsunterschieden erfordert die Verwendung eines Modells für kompressible
Materialien, welches Druck und Scherspannung in Abhängigkeit von Dichte und Fest-
stoffanteil und deren Gradienten darstellen kann. Aufgrund der Komplexität erfolgt zu-
meist eine Reduktion auf vereinfachte Modelle.
Die Beschreibung der Bewegung relativ dichter, moderat schnellfließender Strömungen
wie sie in den hier betrachteten Beispielen auftritt ist mit Berücksichtigung der inneren
Reibung möglich. Die zum Fließen vorausgesetzte Grenzscherspannung wird zur kol-
lisionsdominierten Scherspannung addiert und in die Viskosität eingebunden. Hiermit
ist die Beschreibung einer Bewegung nahe dem Ruhezustand möglich, welcher durch
die Grenzscherspannung charakterisiert ist.
2.2 Phänomenologische, ratenabhängige Modelle
Aufbauend auf den Beobachtungen Bagnolds und abgeleitet von Modellen für das Ver-
halten dünner Gase, folgen eine Reihe von Materialmodellen. Es existieren unterschied-
liche Modelle für die Beschreibung von inkompressiblem sowie kompressiblem Mate-
rialverhalten.
2.2.1 Modellierung inkompressibler granularer Fluide
Für schnelle Strömungen granularer Materialien dominieren Kollisionen das Fließver-
halten. Somit muß der Spannungszustand, welcher in der Impulsbilanz berücksich-
tigt ist, den Impulsaustausch und den Energieverlust der inelastischen Kontakte ab-
bilden. Schon Bagnold bestimmte aus der Kollisionshäufigkeit in Abhängigkeit des
Feststoffanteils π eine quadratische Abhängigkeit der Scherspannung τ von der Ver-
zerrungsrate D, welche in eine Formulierung nach Reiner-Rivlin
T = −p1+ τ (D) = −p1+ Φ1D+ Φ2D2 (2.2)
eingebunden wird, wobei D2 = D · D. Die Scherspannung τ entspricht der Devia-
torspannung des Fluids. Hierbei sind p der Druck, D die Verzerrungsgeschwindigkeit
und Φ1 und Φ2 Faktoren, welche Viskositäten darstellen. Die Verzerrungsgeschwindig-
keit D ist der symmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten und folgt aus der
Geschwindigkeit v zu
D = 1
2
(∇v + (∇v)T ). (2.3)
Zur Sicherstellung der Objektivität des SpannungstensorsT ist es erforderlich, die Vis-
kositäten in Abhängigkeit von den Invarianten des Tensors der Verzerrungsgeschwin-
digkeit, JD1 , JD2 und JD3 , auszudrücken. So bestimmt bereits Bagnold an dem in Bild 2.1
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schematisch dargestellten Versuchsaufbau die Scherspannung τ in der betrachteten Sus-
pension zu
τk(D) = 0, 042λd
2(dU/dr)2 und τv(D) = 2, 25λ3/2η(dU/dr) (2.4)
für kollisionsdominierte (k) und für viskose (v) Strömungen mit dem Konzentrati-
onsbeiwert λ = 1/
(
(πmax/π)
1
3 − 1
)
, dem Partikeldurchmesser d, der Viskosität der
umgebenden Flüssigkeit η und dem Geschwindigkeitsgradienten dU/dr=Drr. Im Dia-
gramm in Bild 2.1 ist die Scherspannung τ entlang der äußeren Berandung des Gebiets
über dem Quadrat des Geschwindigkeitsgradienten für verschiedene Feststoffanteile
aufgetragen.
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Bild 2.1: Schematischer Versuchsaufbau und Ergebnisse [8]
2.2.2 Berücksichtigung der Kompressibilität
Weiterhin ist ein Zusammenhang zwischen den Ersatzviskositäten und der Dichte, aus-
gedrückt in Feststoffanteilen π, zu beachten. Somit folgt
Φ1 = f(D, π,∇π) , Φ2 = f(D, π,∇π) . (2.5)
Die Berücksichtigung des Gradienten des Feststoffanteils ermöglicht die Darstel-
lung von Normalspannungsunterschieden. Eine Verallgemeinerung des Modells nach
Reiner-Rivlin stellt Massoudi [67] vor, der die Spannung T ebenfalls in Abhängigkeit
von Verzerrungsrate und Dichte definiert als
T = {β0 + β1∇π · ∇π + β2trD}1+ β3D+ β4(∇π ⊗∇π) . (2.6)
Diese Formulierung hat große Ähnlichkeit mit Modellen, welche aus der kinetischen
Gastheorie abgeleitet werden, ist jedoch aufgrund der Vielzahl von unbekannten Fak-
toren βi nur in vereinfachter Form anwendbar.
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So ermittelt Elaskar [24] die Vorfaktoren entsprechend einer nichtassoziierten Fließre-
gel nach von Mises unter Berücksichtigung der viskoplastischen Effekte nach Perzyna
[74]. Den Einfluß der Faktoren βi auf die Geschwindigkeits- und Feststoffanteilsvertei-
lung in einem Rohr stellt Gudhe [30] vor.
McTigue [68] definiert einen dissipativen Spannungsanteil in Abhängigkeit der Kolli-
sionshäufigkeit. Dabei folgt aus der Betrachtung der Zusammenstöße zwischen zwei
Partikeln ein Impulsaustausch, der über das gesamte Gebiet gemittelt zu der Material-
gleichung
τ = η1(π − πmax)−2
√
JD2 D− η2(π − πmax)−2D2 (2.7)
führt. Dabei ist πm der maximale Feststoffanteil und η1 und η2 Materialkennwerte. Der
hydrostatische Druck p des kompressiblen, nicht-newtonschen Fluids folgt nach Good-
man und Cowin [28] aus der Ableitung der freien Helmholtzenergie zu
p = α (π2 − π2c ) (2.8)
mit dem kritischen Feststoffanteil πc, der eine Beschränkung der Gültigkeit des Mo-
dells bewirkt, und der Kompressibilität α.
Die bisher beschriebenen Materialgleichungen bilden das Verhalten granularer Mate-
rialien in schnellen Scherströmungen sehr gut ab, sind jedoch nicht in der Lage länger-
fristige Kontakte mehrerer Partikel zu berücksichtigen. Daher wird im Rahmen dieser
Arbeit ein quasi-statischer Reibungsterm in das Modell eingebunden.
2.3 Modell für die Beschreibung reibungsbehafteter Fluide
Modelle, welche ausschließlich die kurzfristigen Kollisionen zwischen den Partikeln
eines granularen Materials berücksichtigen, vernachlässigen die Spannung innerhalb
des Materials, die auf reibungsbehaftete Kontakte zurückgeht. Daher ist es insbesondere
für Granulare hoher Dichte erforderlich, die Spannungen infolge Reibung zusätzlich
einzubeziehen.
2.3.1 Binghamsche Flüssigkeit
Das grundlegende Modell einer Flüssigkeit, welche erst bei Überschreiten einer Grenz-
spannung Tf fließt, ist das Binghamsche Flüssigkeitsmodell. Das zugehörige rheologi-
sche Modell und das Scherspannungs-Verzerrungsgeschwindigkeits-Diagramm sind in
Bild 2.2 dargestellt. Bis zum Erreichen der kritischen Scherspannung Tf erfolgt keine
Bewegung, und die weitere Strömung ist ausschließlich durch die Viskosität η charak-
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Bild 2.2: Rheologisches elastoplastisches Modell
terisiert. Daher kann man das Materialverhalten mit
JD2 =
{
1
η (J
τ
2 − Tf) für Jτ2 > Tf
0 für Jτ2 ≤ Tf
. (2.9)
beschreiben. JD2 und Jτ2 sind die zweiten Invarianten der Verzerrungsgeschwindigkeit
D und der Scherspannung τ . Die Spannung für den Fließzustand der Flüssigkeit folgt
anschließend aus den Gleichungen (2.9) und (2.2).
2.3.2 Erweiterte, reibungsbehaftete Fluidmodelle
Viele Autoren [14, 68, 83] führen zusätzlich zu dem Spannungsanteil für schnelle
Scherströmungen aus Abschnitt 2.2 einen ratenunabhängigen Anteil ein, der die Scher-
spannung im quasi-statischen Zustand entsprechend Tf in (2.9) darstellt. Für granulare
Materialien beschreibt das verallgemeinerte Fließgesetz nach Mohr-Coulomb das Ma-
terialverhalten im Grenzzustand. Die Scherspannung infolge Reibung Tf ist nahezu
unabhängig von der Geschwindigkeit und folgt aus
Tf = p sinϕ+ c (2.10)
mit dem inneren Reibungswinkel ϕ und der Kohäsion c. Die Spannung Tf beschreibt
zusammen mit dem Druck das Materialverhalten im plastischen Grenzzustand zu Be-
ginn des Fließens. In Übereinstimmung mit der Reiner-Rivlin-Formulierung für schnel-
le Scherströmungen granularer Materialien wird die Grenzscherspannung in die Ersatz-
viskosität Φ1 als
Φ1 = Φ
K
1 + Φ
R
1 mit ΦR1 =
Tf√
JD2
(2.11)
eingebunden, wobei ΦK1 ein konstanter Wert ist. Für verschwindende Verzerrungsge-
schwindigkeiten D konvergiert der Betrag der Scherspannung Jτ2 unter Verwendung
von (2.2) und (2.11) gegen Tf , da
τ =

ΦK1 + Tf√
JD2

 ·D JD2 →0= (0 + Tf) D√
JD2
. (2.12)
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Die zweite Invariante des Richtungstenors D/
√
JD2 ist 1, so daß die Invariantenfor-
mulierung eine richtungstreue Abbildung der Scherspannung ermöglicht. Die Materi-
algleichung in Form eines Fluids mit eingebundener Grenzscherspannung kann jedoch
aufgrund des verschwindenden Nenners Scherspannungen im Ruhezustand numerisch
nicht exakt darstellen.
Für die Bestimmung der Ersatzviskosität ΦR1 existieren verschiedene Herangehenswei-
sen. So ist es möglich aus der Fließregel und dem plastischen Potential eine Viskosi-
tät abzuleiten. Für assoziiertes Fließen nach der Fließregel nach von Mises zeigt Ca-
zacu [13], daß unter der Annahme der Inkompressibilität beide Lösungswege unter
Einschränkungen identische Formulierungen liefern. Es ist jedoch nur möglich eine
konsistente Formulierung aufzustellen, wenn elastische Effekte vernachlässigt werden.
Somit ist die Darstellung von Normalspannungsunterschieden nicht möglich. Für viele
Anwendungen ist die Annahme von volumenkonstantem plastischem Fließen jedoch
zulässig. Daher wird im folgenden das Modell von Chen [14] für verallgemeinerte
viskoplastische Fluide verwendet.
2.3.3 Verwendetes Materialmodell
Das in dieser Arbeit verwendete Materialmodell nach Chen [14] folgt unmittel-
bar aus den erweiterten, reibungsbehafteten Fluidmodellen in einer Reiner-Rivlin-
Formulierung. Das Modell beschreibt vorrangig langsame, dichte Strömungen granula-
rer Materialien.
Chen verwendet Materialgleichungen für inkompressibles Material für den gesamten
Fließvorgang. Er analysiert die experimentellen Ergebnisse von Bagnold mit einem
verallgemeinerten viskoplastischen Fluid, welches auf der Reiner-Rivlin-Formulierung
(2.2) basiert und wählt die Ersatzviskositäten Φ1 und Φ2 zu
Φ1 =
Tf√
JD2
+ 2η1|4JD2 |(n1−1)/2 (2.13)
Φ2 = 4η2|4JD2 |(n2−2)/2 . (2.14)
Die Viskositäten η1 und η2 beschreiben Materialeigenschaften, während die Exponen-
ten n1 und n2 Modellparameter zur Unterscheidung des Fließzustandes sind. Chen
zeigt, daß die Exponenten n1 und n2 zwischen den Werten 1,0 für makroviskose und
2,0 für schnelle Scherströmungen variieren. Somit ist eine Modellierung grundlegender
Verhaltensweisen granularer Materialien im strömenden Zustand möglich. Die Formu-
lierung nach Chen findet daher in dem in dieser Arbeit vorgestellten Materialmodell
Anwendung.
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Es folgt die Anpassung der Modellparameter des Modells nach Chen an Bagnolds Ver-
suche. Der rotationssymmetrische Scherversuch zwischen zwei gegenläufig rotierenden
Platten erzeugt einen nahezu einachsigen Spannungszustand innerhalb des Granulars.
Daher erfolgt die Bestimmung der Parameter in dem in Bild 2.3 dargestellten Berech-
nungsgebiet, welches einem Ausschnitt des Versuchsaufbaus, Bild 2.1, entspricht. Als
Randbedingung ist ein konstanter Druck und eine konstante Randlast vorgegeben. Wei-
terhin koppelt eine Zwangsbedingung die Geschwindigkeit am Einströmrand mit der
Geschwindigkeit des ausströmenden Materials.
Chen ermittelt die Faktoren η1 und η2 aus Gleichung (2.14) in Abhängigkeit des Strö-
mungszustandes des Granulars zu
η1 = α1̺s
n1−1 d2(n1−1) η2−n1f η∗(π) (2.15)
η2 = −α2̺sn2−1 d2(n2−1) η2−n2f η∗(π) , (2.16)
mit der Viskosität η∗(π) = (1− π/πmax)B∗pimax . Der Koeffizienten B nimmt für dichte
Suspensionen einen etwas höheren Wert an als den von Einstein ermittelten Wert von
2,5. Die Anpassung erfolgt für die Variablen α1 und n1 mittels einer Fehlerminimie-
rung. Für variierende Volumenanteile und Schergeschwindigkeiten ermittelt Chen eine
Abhängigkeit der Parameter von Bagnolds Kennzahl. Aufgrund der relativ hohen Dich-
te in den weiteren Anwendungen erfolgt hier nur die Anpassung für Volumenanteile π
von 0,5 bzw. 0,55. In Bild 2.3 ist die berechnete Scherspannung τ an der Oberkante des
Gebiets in Relation zu Bagnolds Kennzahl unter Verwendung der aufgelisteten Parame-
ter aufgetragen. Dabei wird ein linearer Verlauf der Geschwindigkeit zur Bestimmung
der Verzerrungsgeschwindigkeit angenommen.
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Bild 2.3: Vergleich ausgewählter Parameter mit Versuchsergebnissen
Aufgrund der guten Übereinstimmung der mit dem Modell nach Chen ermittelten Werte
mit den experimentellen Ergebnissen wird hier für die Berechnung realer Strömungen
granularen Materials dieses Modell verwendet. Es ermöglicht neben der Abbildung rei-
bungsbehafteter Kontakte auch eine von der Strömungsgeschwindigkeit und der Dichte
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abhängige Viskosität und ist daher geeignet, granulare Materialien in unterschiedlichen
Anwendungen zu beschreiben.
2.4 Darstellung des Strömungsverhaltens granularer Materialien
Neben der Anpassung der Modellparameter an bestehende experimentelle Ergebnisse
ist es erforderlich, das Strömungsverhalten des granularen Materials zu beschreiben.
Daher folgt im weiteren eine Darstellung des Einflußes der inneren Reibung auf das
Geschwindigkeitsprofil in einer Kanalströmung mit und ohne Hindernis. Desweiteren
ermöglicht die Einführung eines Regularisierungsparameters ǫ die Unterscheidung des
Fließzustandes in feste und flüssige Bereiche.
2.4.1 Strömung in einem Kanal
Das Geschwindigkeitsprofil der laminaren Kanalströmung eines reibungsbehafteten
Fluids wird an dem in Bild 2.4 dargestellten Beispiel veranschaulicht. Aufgrund der
y
x
l
hp=0
p=3kN/m
l = 3,0 m
h = 2,0 m
η = 1,0 kN s/m3
̺ = 1,0 · 103 kg /m3
Bild 2.4: Geometrie und Modellparameter für Rohrströmung
Symmetrie ist die Berechnung nur für die Hälfte des Kanals erforderlich. Bild 2.5
zeigt nur den Einfluß des inneren Reibungswinkels ϕ, da weder die Viskosität noch die
Dichte des Materials eine qualitative Veränderung des Fließprofils bewirken.
Aus dem Modell für ϕ = 0 folgt ein parabolisches Fließprofil wie für ein newtonsches
Fluid, während für steigende Reibungswinkel der Gradient der Schergeschwindigkeit
auf die Randzone beschränkt ist. In einem Fluid ohne innere Reibung ϕ verlaufen die
Scherspannungen linear über den Querschnitt, weil die Viskosität konstant ist. Für rei-
bungsbehaftete Fluide treten aufgrund des Ansatzes (2.11) große Unterschiede in Vis-
kosität und Verzerrungsrate zwischen Randzonen und Kanalmitte auf.
In der Mitte des Kanals, nahe der Symmetrieachse, konvergiert die Verzerrungsge-
schwindigkeit gegen Null und die Viskosität steigt an. Daher verhält sich das Material
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Bild 2.5: Fließprofil mit variablem Reibungswinkel
in dieser Region fast wie ein starrer Körper, welcher sich mit konstanter Geschwindig-
keit durch den Kanal bewegt.
Andererseits treten entlang der Kanalwand mit Haftrandbedingung große Geschwindig-
keitsgradienten auf, die zu verringerter Viskosität nach (2.11) führen. Das Material im
randnahen Bereich befindet sich in einem Strömungszustand, welcher mit einer lokalen
Scherzone vergleichbar ist. Das Beispiel zeigt bereits die mögliche Unterscheidung in
fließende Regionen und Zonen mit starrem Material und die Ausbildung von Scherzo-
nen.
2.4.2 Regularisierung der reibungsbehafteten Scherspannung
Für die Unterscheidung von Fließzuständen und für die numerische Berechnung der
im reibungsbehafteten Fluid auftretenden Spannungen ist die Einführung einer Regu-
larisierung erforderlich. Der Reibungsanteil der Spannung nach (2.11) läßt sich nur für
Verzerrungsgeschwindigkeiten JD2 > 0 numerisch bestimmen. Analytisch folgt für den
Ruhezustand eine Scherspannung der Größe Tf . Aufgrund der getrennten Berechnung
der Viskosität Φ1 und der Spannung τF (D) = Φ1D muß der Reibungsterm regula-
risiert werden, um eine Division durch Null zu vermeiden. Zisis [104] zeigt für eine
Binghamsche Flüssigkeit verschiedene Regularisierungsmethoden, wobei im Folgen-
den nur der Ansatz mit
ΦR1 =
Tf√
JD2 + ǫ
(2.17)
verwendet wird. Der Parameter ǫ sollte möglichst klein sein, aber die Rechnergenauig-
keit nicht unterschreiten. Ohne die Erweiterung entsprechend (2.17) ist eine ratenunab-
hängige Formulierung für die Spannung im Ruhezustand notwendig, welche eine nu-
merisch instabile Änderung des Gleichungssystems für JD2 → 0 zur Folge hat. Die Ein-
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führung des Parameters ǫ ermöglicht weiterhin eine Abgrenzung in starre und fließende
Zonen innerhalb des Materials. Bild 2.6 zeigt die Scherspannungs-Verzerrungsraten-
Tf
JD2
Jτ2
ohne Regularisierung
mit RegularisierungFluid
Solid
Bild 2.6: Materialmodell mit Verwendung einer Regularisierung
Relation mit und ohne Verwendung einer Regularisierung. Der unstetige Funktionsver-
lauf ohne Regularisierung verdeutlicht die bereits beschriebenen Probleme in der For-
mulierung. Andererseits ermöglicht die Ausrundung eine eindeutige Zuordnung zwi-
schen den Zustandsgrößen D und τ . Je geringer der Wert des Regularisierungspara-
meters, desto besser wird die zunächst unstetige Funktion approximiert. Zisis unter-
scheidet starre und fließende Zonen mit Hilfe der Betrachtung der vorhandenen Scher-
spannung, welche er in Relation zur Grenzscherspannung Tf setzt. Er verwendet somit
eine einheitliche Formulierung und bestimmt den Fließzustand des Granulars aus den
berechneten Größen. Die Fließzahl ZF , welche ein Maß für den Fließzustand ist, wird
als
ZF = Tf/J
τ
2 (2.18)
definiert und ist somit für den festen Zustand größer als 1,0.
2.4.3 Bestimmung der Fließregionen
Wie beschrieben ist es möglich, zwischen Fließzuständen mittels Vergleich der aktuel-
len Scherspannung mit der Fließgrenze zu unterscheiden. Zur Veranschaulichung des
Vorgehens wird ein umströmter Zylinder in einem Kanal betrachtet wie er in Bild 2.7
dargestellt ist. Der Zylinder ist symmetrisch zur Mittelachse angeordnet, um eine un-
symmetrische Wirbelablösung zu verhindern. Aufgrund der hohen Viskosität reibungs-
behafteter Fluide ist die Reynoldszahl sehr gering, und es treten keine turbulenten Ef-
fekte auf. Als Randbedingung ist eine Druckdifferenz sowie eine Randlast auf dem Ein-
strömrand vorgegeben. Die Durchströmung erfolgt von links nach rechts mit Haftrand-
bedingungen an den horizontalen Rändern. In dem Kanalabschnitt links des Zylinders
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l=1,5 m
h=
0,
4
m
A
A
B
B
Bild 2.7: Räumliches Finite-Element-Netz mit 2566 Elementen
bildet sich ein nahezu homogenes, laminares Geschwindigkeitsprofil aus. Entlang des
Randes treten aufgrund der Haftbedingung hohe Geschwindigkeitsgradienten auf, so
daß das Material in diesen Bereichen fließt. In Abhängigkeit vom inneren Reibungs-
winkel ϕ bildet sich eine Zone nahezu konstanter Geschwindigkeit aus, in welcher die
Scherkräfte die Grenzscherspannung nicht überschreiten. Diese Bereiche sind in den
Bildern 2.8 und 2.9 dunkel dargestellt, wenn die Fließzahl den Wert 1,0 übersteigt.
 0,0
 0,4
 0,8
 1,2
[-]
Bild 2.8: Verteilung der Fließzahl ZF für ϕ = 5◦
 0,0
 0,4
 0,8
 1,2
[-]
Bild 2.9: Verteilung der Fließzahl ZF für ϕ = 10◦
Im Bereich des Zylinders nimmt die Fließzahl ab, wenn der Geschwindigkeitsgradient
und somit die Scherspannung ansteigt. Im Nachlaufbereich resultiert aus dem geringe-
ren Druck eine geringere Grenzscherspannung nach dem Mohr-Coulombschen Fließ-
kriterium (2.10). Deshalb übersteigen die auftretenden Scherspannungen infolge des
Geschwindigkeitsgradienten die Grenzscherspannung. Die Fließzahl ist somit kleiner
als 1,0 und der feste Bereich beschränkt sich auf eine schmale Zone entlang der Symme-
trieachse. Auftretende Sprünge in den dargestellten Fließzahlen in den Bildern 2.8 und
2.9 folgen aus der knotenweisen Darstellung der Fließzahl, welche aus den Element-
spannungen bestimmt wird.
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Bild 2.10 verdeutlicht den Einfluß des Reibungswinkels auf die Fließzahl anhand der
Schnitte entlang der in Bild 2.7 abgebildeten Linien A-A und B-B. Es ist ersichtlich,
daß die Zone festen Materials sich in Abhängigkeit vom gewählten Reibungswinkel ϕ
einstellt. Das linke Bild stellt einen nahezu ungestörten Fließzustand bei relativ hohem
Druck dar. Für ϕ=5◦ist die Strömung durch die Schergeschwindigkeit dominiert und die
Reibungseffekte sind in der Mitte konzentriert. Bei steigendem Reibungswinkel steigt
der Einfluß der Reibung auch entlang des Randes. Im rechten Bild, welches den Nach-
laufbereich mit geringerem Druck darstellt, ist die Fließzahl für große Reibungswinkel
wiederum größer als für kleinere Reibungswinkel, erreicht jedoch den Wert 1,0 nicht.
Daher fließt das gesamte Material.
0
0,1
0,2
0,3
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
Fließzahl[-]
y[
m
]
A-A
ϕ = 5◦
ϕ = 10◦
ϕ = 20◦
a)
0
0,1
0,2
0,3
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
Fließzahl[-]
y[
m
]
B-B
ϕ = 5◦
ϕ = 10◦
ϕ = 20◦
b)
Bild 2.10: Fließzahl in Schnitten a) A-A und b) B-B für verschiedene ϕ
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3 Beschreibung granularer Materialien als Festkörper
3.1 Einführung
Feststoffmodelle beschreiben bei Granularen auftretende Phänomene, welche mit Hil-
fe der im vorangegangen Kapitel vorgestellten Betrachtungsweise als Flüssigkeit nicht
darstellbar sind. Es existieren aus der Bodenmechanik stammende Modellierungsansät-
ze, welche für ein großes Spektrum unterschiedlicher Materialien und Anwendungen
einsetzbar sind. Einführungen in die Materialmodellierung von Böden sind in [19] und
[20] angegeben.
Für die Beschreibung des Entleerens von Silos ist es zunächst erforderlich, den Füllzu-
stand zu kennen [66]. Das Granular weist im quasi-statischen Ruhezustand eine maxi-
mal um den Böschungswinkel geneigte Oberfläche auf. Weiterhin existieren vor Beginn
des Fließens Scherkräfte innerhalb des Materials, welche mittels Reibung auf die Silo-
wand übertragen werden. Daher stellt sich in Abhängigkeit von Silodurchmesser und
Trichterneigung eine nichtlineare Druckverteilung über die Höhe ein.
Die auftretenden Belastungen in Silos sind um ein Vielfaches geringer als in Struktu-
ren aus der Geotechnik. Trotzdem können viele Konzepte aus vorhandenen Material-
modellen auf die betrachteten Anwendungen übertragen werden. Es folgt eine Zusam-
menfassung der Anforderungen an das zu beschreibende Materialverhalten, der daraus
abgeleiteten häufig verwendeten Modelle sowie deren Anwendung. Aus der erforderli-
chen Darstellung einer Fließgrenze und des beginnenden Fließens folgt die Wahl eines
viskoplastischen Materialmodells, dessen Grundlagen im folgenden erläutert sind.
3.1.1 Eigenschaften granularer Feststoffe
Ebenso wie im fließenden Zustand sind die Eigenschaften ruhender, granularer Mate-
rialien unmittelbar abhängig von den gegebenen Randbedingungen wie Umgebungs-
druck, Dichte des Materials und Drainagezustand. Aus Standardversuchen der Bo-
denmechanik, vorrangig aus Triaxial- und Ödometerversuchen, folgt ein Spannungs-
Verformungsverhalten, das abhängig vom Belastungspfad ist. Nach kleinen elastischen
Verformungen können große irreversible Verformungen auftreten. Der Grenzzustand
der Tragfähigkeit eines granularen Materials bestimmt die Ausbildung von Böschungs-
brüchen sowie die maximale Hangneigung eines Schüttkegels. Das Entstehen von
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Scherfugen und das Versagen der Proben liefern Anhaltspunkte über die Grenzzustän-
de der Tragfähigkeit des granularen Materials, welche in direkten Scherversuchen be-
stimmt werden. Weiterhin zeigt Herle [35] den Einfluß der Einzelkörner auf das Ge-
samttragverhalten. Dabei stellen insbesondere Kornform und Rauhigkeit wesentliche
Parameter dar.
Die meisten Versuchsergebnisse spiegeln das Materialverhalten für relativ hohe Fest-
stoffanteile des Gesamtgefüges und hohe Dichten wider. In der Verfahrenstechnik ist es
hingegen entscheidend, das Verhalten für geringe Dichten zu bestimmen. Insbesondere
die Fließgrenze entspricht für geringe Dichten nicht der aus der Bodenmechanik be-
kannten Mohr-Coulomb-Geraden. Die in der Bodenmechanik aus Sicherheitsgründen
erwünschte Unterschätzung der Tragfähigkeit des Granulars führt in der Verfahrens-
technik zu einer unerwünschten Fehleinschätzung des Fließverhaltens.
3.1.2 Anforderungen an die Modellierung
Es ist nahezu unmöglich, alle auftretenden Phänomene im Verhalten granularer Mate-
rialien in einem Modell abzubilden. Daher existiert ein Vielzahl unterschiedlicher Mo-
dellvorstellungen, die fallabhängig gute Ergebnisse liefern. Aufgrund des komplexen
Vorgangs des Entleerens von Silos und der Modellierung des Phasenübergangs von ei-
nem granularen Festkörper zu einem nicht-newtonschen Fluid sind die Robustheit und
der numerische Aufwand zur Lösung der verwendeten Modellgleichungen im vorlie-
genden Fall von besonderer Bedeutung. Die Wahl des Modells begrenzt die erforderli-
chen Parameter auf einige, mit Hilfe von Standardversuchen ermittelbare Kenngrößen
granularer Materialien. Der in dieser Arbeit entwickelte Ansatz mit einem kontinuier-
lichen Übergang von einem Feststoffmodell zu einem Modell für nicht-newtonschen
Flüssigkeiten erfordert die Darstellung des Ruhezustandes sowie die Vorgabe des an-
fänglichen Fließens für den anschließenden Phasenübergang.
3.1.3 Modellierungsansätze
Hyperelastizität und Hypoelastizität. Modelle für elastisches Materialverhalten be-
schreiben vollständig reversibles Verformungsverhalten. Die Hyperelastizität ist ein
Sonderfall der Elastizitätstheorie nach Cauchy, der ein elastisches Potential zugrun-
deliegt. Das Modell findet aufgrund des in Versuchen kaum meßbaren elastischen Be-
reichs für granulare Materialien wenig Anwendung. Der elastische Grundkörper in der
Rheologie ist eine einzelne Feder wie sie in Bild 3.1 dargestellt ist.
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Bild 3.1: Rheologisches Modell der Elastizität
Das Materialmodell der Hypoelastizität geht auf Truesdell [97] zurück. Es beschreibt
unbeschränktes Fließen und ermöglicht aufgrund der inkrementellen Formulierung die
Abbildung pfadabhängigen Verhaltens. Das Modell ist abhängig von der Verzerrungs-
rate und kann in eine Formulierung überführt werden, welche inelastisches Material-
verhalten beschreibt. Daher ist die Modellierung von plastischem Verhalten unter Ver-
wendung von Fließregeln möglich.
Hyperplastizität und Hypoplastizität Modelle für hyperplastische Materialien um-
fassen mehrere Potentialfunktionen in Abhängigkeit von Spannungspfad und Bela-
stungsniveau. Somit sind entsprechend viele Schaltfunktionen zwischen den Potentia-
len erforderlich. Die inkrementell nichtlineare Formulierung ist sehr aufwendig und
wird meist durch Modelle ersetzt, welche die plastischen Verformungen ohne die Ver-
wendung von Potential und Schaltfunktionen bestimmen. Modelle für hypoplastisches
Verhalten sind in Deutschland eng mit der Forschergruppe um Gudehus und Kolym-
bas [29, 58] verbunden und stellen einen Zusammenhang zwischen Spannungs- und
Verzerrungsrate her. Es existiert keine Aufteilung in einen elastischen und plastischen
Bereich. Der größte Nachteil der Formulierung ist die Bestimmung der erforderlichen
Kenngrößen des Materialmodells, welche nicht unmittelbar aus bekannten Versuchs-
kenngrößen folgen. Aufgrund der fehlenden Daten wird daher für die Simulation des
Materialverhaltens mit Phasenübergang auf weniger komplexe Modelle zurückgegrif-
fen, welche auf physikalisch eindeutig definierten Größen basieren.
Plastizität Der am häufigsten verwendete Modellansatz zur Beschreibung granula-
rer Materialien ist die Elastoplastizität, wie z.B. in [60, 73]. Der Modellansatz beruht
auf experimentellen Beobachtungen, die mit Hilfe mathematischer Methoden verallge-
meinert werden. Die Verwendung einer Fließfläche f(T) = 0 erlaubt die Abgrenzung
zwischen elastischen und plastischen Verformungen. Eine Darstellungsform der Ela-
stoplastizität liefert das rheologische Modell in Bild 3.2, das durch Einbindung eines
Reibgliedes die Fließgrenze berücksichtigt. Nach Erreichen der Fließgrenze erfolgt
E1
E2
Bild 3.2: Rheologisches elastoplastisches Modell
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eine weitere Verformung unter Vernachlässigung der Federsteifigkeit E1 ohne zusätz-
liche Krafteinwirkung, d. h. das Material fließt. Der Vorteil von Modellen für elasto-
plastisches Material besteht in der eindeutigen Bestimmbarkeit eines Grenzzustandes,
der Fließbedingung, und der daraus resultierenden direkten Anpassung an Versuchser-
gebnisse. Zur Verwendung in einer Zweiphasenformulierung in Kombination mit einer
nicht-newtonschen Flüssigkeit ist es von Nachteil, daß die Spannung ohne Berücksich-
tigung komplexer Verfestigungsmodelle stets über eine Fließfläche bestimmt ist und
somit nicht unabhängig vom Belastungspfad zu bestimmen ist.
3.2 Viskoplastizität
Das in dieser Arbeit verwendete Modell für viskoplastische Materialien beschreibt ne-
ben plastischen Verzerrungen auch Verzerrungsgeschwindigkeiten und erlaubt somit
die Darstellung von Phänomenen wie Relaxation und Kriechen. Viskoplastische Mo-
delle finden vorrangig zur Beschreibung des Materialverhaltens von Metallen Verwen-
dung. Ebenso wie Modelle für elastoplastisches Materialverhalten besitzen sie eine
Fließgrenze, die jedoch keine Beschränkung der Spannung darstellt, sondern den Be-
ginn des Fließvorganges kennzeichnet. Daher eignet sich die Viskoplastizität zur Erstel-
lung eines konsistenten Modells zur Beschreibung des Phasenüberganges zu flüssigem
Materialverhalten in granularen Materialien.
3.2.1 Phänomenologie
Rheologische, viskoplastische Modelle basieren auf einer Reihenschaltung eines
Binghamschen Körpers, welcher in Bild 2.2 abgebildet ist, und einer elastischen
Feder. Bild 3.3 verdeutlicht das rein elastische Verhalten bis zur Fließgrenze sowie das
anschließende viskose Verhalten.
εvp εel
Bild 3.3: Rheologisches viskoplastisches Modell
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Es existieren viele hieraus abgeleiteter Modelle, wobei der Ansatz nach Hohen-
emser & Prager [37] auf der Aufteilung der Verzerrungen in einen elastischen und
einen viskoplastischen Anteil
ε = εel + εvp (3.1)
beruht. Perzyna [74] hingegen betrachtet die Verzerrungsraten
ε˙ = ε˙el + ε˙vp , (3.2)
wobei die viskoplastischen Verzerrungen keine Spannung hervorrufen. Die Spannung
folgt somit ausschließlich aus den elastischen Verzerrungen und dem zugehörigen Ela-
stizitätstensor C
T˙ = C : (ε˙− ε˙vp) . (3.3)
Die Bestimmung der Spannung erfordert Aussagen über die Größe der inelastischen
Verzerrungen. Größe und Richtung der viskoplastischen Verzerrungsrate nach Über-
schreiten der Fließgrenze folgen aus der aktuellen Spannung und den das Fließverhalten
betreffenden Modellparametern.
3.2.2 Fließgrenzen
Das vorrangige Ziel der Standardversuche der Bodenmechanik ist die Bestimmung der
Tragfähigkeit von Böden und somit der Fließgrenze, welche auch als Fließkriterium
oder Fließbedingung bekannt ist. Für metallische Werkstoffe ist die Fließgrenze un-
abhängig von der ersten Invarianten des Spannungstensors JT1 = trT = −3 p. Die
Fließgrenze ist ausschließlich von der zweiten Invarianten der Deviatorspannung τ ,
Jτ2 = 1/2 τ ijτ ji, abhängig und folgt mit dem Modellparameter km aus dem Fließkrite-
rium nach von Mises
f = Jτ2 − k2m = 0 . (3.4)
Für reibungsbehaftete Materialien zeigen Triaxialversuche eine druckabhängige Trag-
fähigkeit. Die Tragfähigkeit wird bei Erreichen der maximal aufnehmbaren Scherspan-
nung Tf ermittelt, welche aus dem Mohr-Coulombschen-Fließkriterium
Tf = c+ p tanϕ (3.5)
resultiert. Eine Darstellung der Fließgrenze geht auf Drucker und Prager zurück und ist
für Kompression und Extension als
f = αJT1 −
√
Jτ2 − k = 0 (3.6)
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mit den Parametern α und k definiert, welche im ebenen Verzerrungszustand aus
α =
tanϕ√
9 + 12 tan2ϕ
und k = 3√
9 + 12 tan2ϕ
(3.7)
folgen [19]. Das Modell überschätzt die Tragfähigkeit im Kompressionsbereich. Für
die verfahrenstechnische Auslegung von Silos folgt daraus jedoch eine Unterschätzung
der Fließfähigkeit und somit eine unkritische Überdimensionierung.
Es existieren weitere Modellierungsansätze [16, 60], die jedoch aufgrund der erforderli-
chen großen Anzahl an Parametern im vorliegenden Fall ungeeignet sind. Für die exakte
Beschreibung des Fließverhaltens von Schüttgütern ist es erforderlich, die Fließgren-
ze für Materialien geringerer Dichte als in der Bodenmechanik üblich zu bestimmen.
Der von Jenike [51, 88] definierte dichteabhängige Fließort besitzt im Bereich kleiner
Druckspannungen einen gekrümmten Verlauf. Der innere Reibungswinkel ϕi ist somit
nicht konstant, sondern von Dichte ̺ und Spannung σ abhängig, wie in Bild 3.4 darge-
stellt.
T1, T2
Jτ2
T1T2
eff.
Flie
ßort
R = T1−T22
ϕe
̺1
̺2
̺3
̺1 > ̺2 > ̺3
c
Tt
T1+T2
2
ϕi
Bild 3.4: Fließorte und effektiver Fließort nach Jenike [66]
3.2.3 Fließregel
Neben der Bestimmung des Grenzzustandes ist es erforderlich, das Verformungsverhal-
ten bei Überschreiten der Fließgrenze zu beschreiben. Die Fließregel gibt einen Zusam-
menhang zwischen Spannungen und inelastischen Verzerrungen an. Man unterscheidet
zwischen assoziierten und nichtassoziierten Fließregeln, welche sich hinsichtlich der
Richtung der viskoplastischen Verzerrungen abgrenzen. Aus der Forderung nach sta-
bilem Materialverhalten nach Drucker resultiert die assoziierte Fließregel, wobei die
viskoplastischen Verzerrungen senkrecht zur Fließflächentangente verlaufen.
Die für Metalle geeignete assoziierte Fließregel führt zu inelastischen Verzerrungen,
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welche unter Verwendung des Fließkriteriums nach von Mises (3.4) proportional zu
∂f
∂T
=
∂f
∂Jτ2
∂Jτ2
∂T
=
√
3
2
√
Jτ2
τ (3.8)
mit dem Spannungsdeviator τ = T− p1 sind.
Die Verwendung einer assoziierten Fließregel für reibungsbehaftete Materialien, wel-
che eine druckabhängige Fließfläche aufweisen, führt zu einer in Versuchen nicht bestä-
tigten Volumenänderung. Deshalb wird eine Fließregel in Abhängigkeit von einem neu
zu definierenden plastischen Potential g formuliert. Das Potential g ist der Fließfläche
f ähnlich, unterscheidet sich von dieser jedoch durch die Verwendung des Dilatanzwin-
kels ψ anstelle des inneren Reibungswinkels ϕ in (3.7). Somit folgt aus (3.6) mit einer
nichtassoziierten Fließregel
∂g
∂T
= α(ψ)1+
1
2
√
Jτ2
(T− 1
3
(trT)1) . (3.9)
Abbildung Bild 3.5 zeigt die Fließkriterien mit zugehöriger Richtung der plastischen
Verzerrungen für metallische und reibungsbehaftete Materialien.
JT1
√
Jτ2
kDP
arctanα
Drucker-Prager
kM
von Mises
ψ
assoz. Fließregel
nicht-assoz. Fließregel
Bild 3.5: Fließbedingungen und viskoplastische Verzerrung
Sowohl die Fließfunktion f als auch das plastische Potential g folgen aus den im vor-
angegangen Abschnitt beschriebenen Größen. Die Verwendung einer nichtassoziierten
Fließregel mit dem Dilatanzwinkel ψ = 0 dient der Modellierung volumenkonstanten
Fließens. Die Fließregel (3.9) geht unter dieser Bedingung in (3.8) über. Der Vorteil ei-
ner Fließregel, welche unabhängig vom hydrostatischen Druck ist, liegt für diese Arbeit
in der Möglichkeit, hydrostatsiche und deviatorische Anteile des Mehrphasenmodells
getrennt zu betrachten. Zusammen mit der Richtung der viskoplastischen Verzerrungs-
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rate ist eine Aussage über die Größe der Fließgeschwindigkeit erforderlich. Perzyna
verwendet den Ausdruck
ε˙vp = γ¯ 〈Φ(f)〉 ∂g
∂T
. (3.10)
Das Fließvermögen γ¯ ist ein Parameter, welcher aus der Viskosität des plastischen Flie-
ßens resultiert. Weiterhin ist g das plastische Potential nach (3.9), Φ(f) eine Fließfunk-
tion und <> die McCauley-Klammern, welche als
〈Φ(f)〉 =
{
0 für Φ(f) ≤ 0
Φ(f) für Φ(f) > 0 (3.11)
definiert sind. Zienkiewicz et al. [103] definieren für ein Material nach von Mises
Φ(f) =
(
F − F0
F0
)N
(3.12)
mit dem Modellparameter N , F =
√
Jτ2 und der Fließgrenze F0 = k.
3.2.4 Zeitabhängiges Materialverhalten
Das Beispiel in Bild 3.6 zeigt die Spannungsumverteilung eines viskoplastischen Ma-
terials in einer allseitig eingespannten Scheibe für zwei Beanspruchungszustände. Zu
Beginn befindet sich das Material in einem einachsigen Druckspannungszustand mit
Txx=8,0·105 N/m2. Daraus folgen als Anfangsbedingungen für die gewählten Knoten-
variablen
Txx
l
h
Txx = 8,0 · 105 N /m2
E = 8,0 · 107 N/m2
T 1f = 1,0 · 104 N/m2
T 2f = 2,0 · 105 N/m2
l=h = 1,0 m
γ¯1 = 0,05
γ¯2 = 0,5
N = 1,0
Bild 3.6: Geometrie und Modellparameter
p0 = 1
3
· Txx ,
τ 0 = 0 ,
T 0xx
D
= −2
3
· Txx ,
T 0yy
D
= +1
3
· Txx .
. (3.13)
Wenn die Anfangsspannung außerhalb der Fließfläche f =
√
JD2 − km liegt, fließt das
Material. Aufgrund des volumenkonstanten Fließens bleibt der Druck p über die gesam-
te Zeit konstant, während sich die Deviatorspannungen ändern. Das linke Diagramm in
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Bild 3.7: Zeitliche Änderung der Spannungskomponenten
Bild 3.7 zeigt die zeitliche Änderung der Gesamtspannungen für die Materialien 1 und
2 aus Bild 3.6. Die maximale Hauptspannung Txx nimmt ab und konvergiert für Ma-
terial 2 gegen den Wert 4,0·105 N/m2, während die Hauptspannungen in die vertikale
sowie die Tiefenrichtung der Scheibe auf den Wert 2,0·105 N/m2 steigen. Bei Erreichen
der konstanten Spannungsverteilung ist somit das Fließkriterium nach von Mises exakt
erfüllt, da aus der Betrachtung eines einaxialen Spannungzustandes aus der Fließspan-
nung Tf
km = Tf/3 (3.14)
folgt. Das rechte Diagramm in Bild 3.7 stellt den Spannungsverlauf im Hauptspan-
nungsdiagramm dar. Die eingezeichnete Fließfläche nach von Mises verläuft parallel
zur Raumdiagonalen, weil sie lediglich vom Deviator abhängt. Daher verläuft auch der
Spannungspfad innerhalb der Deviatorebene, welche orthogonal auf der Raumdiagona-
len steht, vom Zeitpunkt t0 bis zum Erreichen der Fließfläche bis zum Zeitpunkt t∞.
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4 Materialmodell mit gewichtetem Phasenübergang
Die Beschreibung granularer Materialien als nicht-newtonsche Flüssigkeit oder Fest-
körper beschränkt die Modellierung auf Vorgänge, welche von einem der beiden Ma-
terialverhalten dominiert werden. Viele Phänomene können jedoch nur unter Berück-
sichtigung beider Verhaltensweisen erklärt werden. So treten in vielen industriellen An-
wendungen wie dem Entleeren von Silos oder während Mischungsvorgängen zeit- und
ortsabhängig beide Phasenzustände auf. In der Geophysik ist hingegen der Phasenüber-
gang von einem Festkörper zu einem schnellfließenden Material insbesondere für die
Beschreibung von Lawinen und Hangrutschungen von Bedeutung.
Daher erfordert die Untersuchung solcher Phänomene die gekoppelte Modellierung bei-
der Phasen. In dem vorgestellten Materialmodell wird die Gesamtspannung als die ge-
wichtete Summe der Spannungen eines nicht-newtonsches Fluids und eines viskopla-
stischen Festkörpers gebildet.
4.1 Ergebnisse experimenteller Untersuchungen
Aufgrund der Komplexität vieler Bewegungsvorgänge mit Phasenübergang in granu-
laren Materialien existieren nur wenige geeignete Versuchsanordnungen zur Untersu-
chung des Materialverhaltens. So liefern Experimente zur Messung der Bewegung gra-
nularer Materialien auf einer geneigten Ebene grundlegende Aussagen über das dyna-
mische Verhalten und über die Koexistenz fester und flüssiger Phasen. Unter geeigneten
Versuchsbedingungen stellt sich eine stationäre Hangrutschung ein, welche durch eine
konstante Höhe und ein über die Höhe gleichbleibendes Geschwindigkeitsprofil ge-
kennzeichnet ist.
Pouliquen [76] zeigt, daß die Höhe einer gleichförmigen Hangrutschung, welche in
Bild 4.1 schematisch dargestellt ist, mit steigendem Hangneigungswinkel abnimmt und
proportional zur mittleren Geschwindigkeit ist. Weiterhin ist ein schichtenweiser Auf-
bau innerhalb der Hangrutschung zu beobachten. In der untersten, bodennahen Schicht
treten hohe Geschwindigkeitsfluktuationen auf und die Geschwindigkeit steigt über
die Höhe von wenigen Korndurchmessern stark an. Die mittlere Schicht ist von einer
nahezu konstanten Dichte und Geschwindigkeit sowie großen Reibungskräften zwi-
schen den Partikeln gekennzeichnet, während innerhalb der dünnen, oberflächennahen
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Bild 4.1: Fließprofil mit variablem Reibungswinkel
Schicht die Dichte abrupt abnimmt.
Der geschichtete Aufbau entspricht einer Einteilung in eine flüssige, bodennahe, eine
nahezu feste, mittlere und eine gasförmige, ausschließlich durch Kollisionen geprägte
Oberflächenschicht. Das Geschwindigkeitsprofil in Bild 4.1 verdeutlicht den diskon-
tinuierlichen Übergang von der flüssigen Phase zur starren Mittelschicht. Die beob-
achtete Änderung des Geschwindigkeitsgradienten übersteigt den einer Binghamschen
Flüssigkeit.
Ähnliche Ergebnisse liefern Untersuchungen zu großskaligen Hangrutschungen und
Lawinenereignissen, bei denen sich ebenfalls eine starre Schicht auf einem dünnen,
verflüssigten Film bewegt, welcher aufgrund von Erosion entsteht [84].
Neben der räumlichen Abgrenzung der flüssigen und festen Phase innerhalb eines
schnellfließenden Granulars stellt der Beginn der Hangrutschung ebenfalls einen Pha-
senübergang von fest nach flüssig dar. In industriellen Mischungsvorgängen mit ro-
tierenden Trommeln wiederholt sich dieser Vorgang bei Überschreitung der maxima-
len Schüttgutneigung [52]. Weiterhin ist die Ausbildung von Scherbändern mit großen
Verzerrungsraten und Abgrenzung zu benachbarten feststoffdominierten Bereichen als
Phasenübergang zu betrachten.
4.2 Experimentell begründete Anforderungen an die Modellierung
Die experimentellen Untersuchungen zeigen die Koexistenz einer flüssigen und einer
festen Phase innerhalb granularer Materialien. Daher ist ein Materialmodell erforder-
lich, welches beide Phasen sowie den Phasenübergang beschreibt.
Das Modell der flüssigen Phase muß das ratenabhängige Verhalten, den Transport der
kinetischen Energie und den Einfluß der Kollisionen zwischen den Partikeln erfassen.
Das Feststoffmodell sollte zusätzlich die Abbildung statischer Kontakte und Reibungs-
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einflüsse ermöglichen.
Die Modellierung beider Verhaltensweisen mit Hilfe eines einzelnen Parametersatzes
ist aufgrund der unterschiedlichen Mechanismen der Spannungsübertragung zwischen
den Partikeln kaum möglich. Daher ist eine Parameteranpassung anhand von Versuch-
sergebnissen getrennt für beide Bewegungszustände erforderlich. Modelle, welche die
Gesamtspannung linear aus den Spannungen infolge Reibung und Kollisionen zusam-
mensetzen, sind stets von beiden Phasen geprägt.
Die Einführung einer bewegungsabhängigen Wichtung der Spannungsanteile erlaubt
hingegen die Beschreibung des Materialverhaltens auch wenn es ausschließlich von
einer Phase dominiert ist. Weiterhin ermöglicht die Formulierung mit Hilfe einer Wich-
tung die unabhängige Anpassung der Modellparameter an experimentelle Ergebnisse
für feste oder flüssige granulare Materialien sowie die Steuerung des Phasenübergangs.
Zur Beschreibung des beginnenden Fließens ist eine Wichtung in Abhängigkeit des Ver-
hältnisses der aktuellen Spannung zur Fließgrenze unter Berücksichtigung der Scherra-
te geeignet, da bis zur Fließgrenze ausschließlich elastische Verzerrungsanteile auftre-
ten und erst bei einer weiteren Belastung das ratenabhängige Fließen beginnt. Die im
Folgenden dargestellten bestehenden Modelle erfüllen einige der Anforderungen hin-
sichtlich der Beschreibung beider Phasen vernachlässigen jedoch den Übergang. Dar-
aus folgt das in dieser Arbeit vorgestellte Modell mit gewichtetem Phasenübergang.
4.3 Stand des Wissens
Aufgrund der zahlreichen Anwendungsmöglichkeiten existieren bereits einige Model-
le [76, 85, 99], welche das Verhalten granularer Materialien mit Berücksichtigung des
Phasenübergangs beschreiben. Man unterteilt rein additive Modelle mit linearer Su-
perposition der Spannungskomponenten, Materialmodelle, in welchen die Fließregel
für elastoplastisches Materialverhalten in eine Flüssigkeitsformulierung umgewandelt
wird, und Modelle mit explizit definiertem Phasenübergang. Die Kombination der Vor-
teile der verschiedenen Modellansätze führt zur Formulierung des in dieser Arbeit ent-
wickelten Zweiphasenmodells.
4.3.1 Additive Modelle für granulare Materialien
Erste Modelle von Savage [85] zur Beschreibung des Materialverhaltens granularer
Materialien im Übergangsbereich zwischen fester und flüssiger Phase bilden die Ge-
samtspannung T aus der linearen Superposition einer ratenunabhängigen, reibungsbe-
hafteten Feststoffspannung TS und einer viskosen, kollisionsdominierten Flüssigkeits-
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spannung TF
T = TF +TS . (4.1)
Louge [63] verwendet eine ähnliche Aufteilung der Spannung in Anteile infolge stoß-
weiser und andauernder Kontakte. Die aus Kollisionen hervorgerufenen Spannungen
sind hierbei ratenabhängig und die Komponenten der Scherspannungen des Feststoffan-
teils stehen in einem konstanten Verhältnis zur Feststoffnormalspannung. Die Untersu-
chung einer stationären Hangrutschung erlaubt die Bestimmung der Gesamtspannung
aus geometrischen Betrachtungen. Daher folgt die Wichtung zwischen flüssigen und fe-
sten Spannungskomponenten ausschließlich aus der Betrachtung der viskosen Anteile.
Diese Herangehensweise kann aufgrund des fehlenden Wissens über die Gesamtspan-
nung jedoch nicht auf beliebige Strömungen erweitert werden.
Srivastava [89] teilt die Gesamtspannung in kinetische und reibungsdominierte Span-
nungen auf. Die Spannung infolge Reibung gibt dabei stets den kritischen Zustand nach
Mohr-Coulomb wieder und erlaubt somit keine Beschreibung elastischen Verhaltens.
Allen Modellen mit linearer Superposition der Spannungsterme ist gemein, daß die
Ermittlung der Spannungskomponenten unabhängig voneinander erfolgt, so daß das
Materialverhalten stets flüssige und feste Eigenschaften berücksichtigt. Diese Annah-
me kann experimentell nicht bestätigt werden, da keine explizite Fließgrenze erfaßt
wird [89]. Weiterhin erlaubt die ungewichtete Superposition der Spannungskomponen-
ten keine Aussage über den Phasenübergang, entstehende Scherfugen und Phasentren-
nungen sowie den Beginn des plastischen Fließen.
4.3.2 Flüssigkeitsmodelle aus Fließregeln für plastisches Materialverhalten
Neben der additiven Formulierung ist es möglich, die Gesamtspannung T einer Flüs-
sigkeitsspannungTF gleichzusetzen, welche von der durch reibungsbehaftete Kontakte
hervorgerufenen Spannung und vom Geschwindigkeitsgradienten D abhängt
T = TF = f(TS,D, ̺) . (4.2)
Elaskar [24] ermittelt die Viskosität der nicht-newtonschen Flüssigkeit aus (2.6) und
der assoziierten Fließregel nach von Mises (3.4) zu
β1 =
[(√
Jτ2
γ
)n
+ k − α′J
T
1
3
]
1
3
√
Jτ2
(4.3)
mit dem dichteabhängigen Fließparameter γ. Ebenso verwendet Savage [83] für lang-
same, dichte Strömungen die mittels Fließregel ermittelten Verzerrungsraten zur Be-
stimmung der Geschwindigkeitsfluktuationen. Die Energiebilanz der gemittelten Fluk-
tuationsenergie liefert eine unendliche Viskosität für Partikelanordnungen, deren Fest-
stoffanteil π einen materialabhängigen Maximalwert erreicht.
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Weiterhin versagt die Formulierung für verschwindende Geschwindigkeitsgradienten,
da eine konsistente Umformung der Fließregel aus einem Modell für plastisches Ma-
terialverhalten in eine ratenabhängige Formulierung nur für starre Festkörper möglich
ist [13]. Die Modellierung des plastischen Fließens ermöglicht ausschließlich die Be-
schreibung des granularen Materials nach dem Fließen und berücksichtigt das Fest-
stoffverhalten lediglich zur Bestimmung der Grenzscherspannung und der Fließeigen-
schaften.
4.3.3 Geometrisch getrennte Phasen
Fusi [26] unterteilt das granulare Material in Gebiete, welchen viskoelastische Materi-
aleigenschaften zugeordnet sind, und Gebiete viskosen Materials. Ein Übergangspara-
meter a
a =
(
η
E
)2
Jτ2 (4.4)
mit der Viskosität η und dem E-Modul E bestimmt die Zuordnung zu den geometrisch
getrennten Phasen. Für
a > a0 =
T 2f
2E2
(4.5)
verhält sich das Material viskos und die Lage der Grenzfläche folgt aus der Betrachtung
des Gleichgewichts der angrenzenden Phasen. Die rein mathematisch begründete Mo-
dellierung beschreibt einen diskontinuierlichen Übergang zwischen den Phasen, wel-
cher nur für Einzelfälle eine Lösung der Modellgleichungen ermöglicht. Für komplexe
Vorgänge mit fortschreitendem Phasenübergang und fehlender, geometrisch vorgege-
bener Grenzfläche existiert bisher keine Lösung.
4.3.4 Gewichtete Spannungen und Kontaktmodell
Einen anderen Ansatz verfolgt Volfson [99], der den Phasenübergang zwischen festem
und flüssigem Materialverhalten aus Vergleichen mit Ergebnissen aus Simulationen mit
der Diskrete-Elemente-Methode bestimmt. Die Simulation der Bewegung der einzel-
nen Partikel liefert Aussagen über den mittleren Druck, die Anzahl der Kontakte zwi-
schen den Partikeln und die Kontakteigenschaften. So definiert Volfson einen Kontakt
als statisch, wenn die zwischen den Partikeln auftretende tangentiale Kraft die maximal
mittels Reibung aufnehmbare Kraft nicht übersteigt. Weiterhin ist die Kollisionsdauer
statischer Kontakte deutlich länger als eine durchschnittliche Kollision. Aus dem An-
teil der statischen Kontakte Zs an der Gesamtanzahl Zges der Kontakte folgt der Ord-
nungsparameter r = Zs/Zges. In Abhängigkeit des Ordnungsparameters sind Propor-
tionalitätsfaktoren qi(r) definiert, welche das Verhältnis zwischen der Gesamtspannung
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T = −p1 + τ und den Spannungskomponenten infolge des fluidähnlichen Verhaltens
zu
τ
F = qτ (r) · τ , (4.6)
TFxx = qx(r) ·Txx , (4.7)
TFyy = qy(r) ·Tyy (4.8)
angeben. Für den festen Zustand mit r = 1 verschwindet der Proportionalitätskoeffizi-
ent, während er für den flüssigen Zustand, für r = 0, zu 1,0 wird. Die Fluidspannungen
folgen dem Materialmodell einer newtonschen Flüssigkeit TF = −p1 + η¯D, so daß
auftretende Abweichungen vom hydrostatischen Normalspannungszustand ausschließ-
lich über die Wahl der Koeffizienten modelliert werden.
Die Anpassung der Koeffizienten aus dem Ordnungsparameter erfolgt anhand einer rei-
nen Scherströmung, welche zunächst mit einer Simulation mittels Diskrete-Elemente-
Methode modelliert wird, siehe Bild 4.2. Die gewonnenen Aussagen über die Anzahl
der statischen Kontakte in Relation zur aufgebrachten Scherkraft F und dem konstanten
Druck P liefern die benötigten Spannungskomponenten für die kontinuumsmechani-
sche Analyse zur Angleichung der Koeffizienten. Es folgen
qτ (r) = (1− r)2,5 , qx(r) = (1− r)1,9 und qy(r) = (1− r1,2)1,9 , (4.9)
welche in Bild 4.2 abgebildet sind. Die Zuordnung der Koeffizienten in Abhängig-
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Bild 4.2: Diskrete-Elemente-Methode-Aufbau und Anpassung der Koeffizienten
keit von der betrachteten Strömung und der Richtung der Spannungskomponenten ver-
hindert eine unmittelbare Übertragung auf weitere Anwendungsbeispiele. Andererseits
zeigt die Untersuchung, daß der Strömungszustand sehr empfindlich auf Änderun-
gen des Spannungszustandes nahe der Fließgrenze reagiert. Bereits bei einer geringen
Überschreitung der Fließgrenze fällt der Ordnungsparameter aufgrund der großen Ge-
schwindigkeitsgradienten zwischen den Partikel schnell ab. Der Feststoffanteil bleibt
infolge der örtlich begrenzten Geschwindigkeitsfluktuationen konstant und ist daher
als Indikator des Phasenübergangs nicht geeignet.
34
Für das in dieser Arbeit verwendete Modell erscheint daher eine Abhängigkeit des Pha-
senüberganges von Geschwindigkeitsgradient und Scherspannung geeignet. Die Unter-
suchung Volfsons begründet die Wahl einer Wichtung mit einer Übergangsfunktion und
zeigt für granulare Materialien die Existenz unabhängigen flüssigkeits- bzw. feststoff-
ähnlichen Verhaltens.
4.4 Materialmodell mit gewichtetem Phasenübergang zwischen fester und
flüssiger Phase
Die experimentellen Beobachtungen und die zugehörigen Modellvorstellungen zeigen,
daß granulare Materialien flüssige und feste Eigenschaften besitzen. Additive Formulie-
rungen bieten den Vorteil der unabhängigen Parameteranpassung für feste und flüssige
Bewegungszustände, vernachlässigen jedoch die Modellierung des Phasenüberganges.
Das vorgestellte Modell nach Volfson erlaubt mit Wahl einer Wichtungsfunktion die
Darstellung des Überganges, ist jedoch auf Einzelfälle beschränkt, welche die Anpas-
sung an mit der Diskrete-Elemente-Methode berechnete Ergebnisse ermöglichen. Die
Entwicklung des in dieser Arbeit vorgestellten Modells erfolgt mit Berücksichtigung
einer Fließgrenze in einer additiver Formulierungen.
4.4.1 Aufbau des Stoffmodells
Die Modellierung eines gewichteten Phasenüberganges zwischen fester und flüssiger
Phase erfolgt in dieser Arbeit mit Hilfe einer Wichtungsfunktion ξ. Die Wichtung spie-
gelt das aktuelle Materialverhalten wider und folgt aus den Zustandsgrößen Spannung,
Dichte und Geschwindigkeitsgradient. Somit setzt sich die Gesamtspannung des Ma-
terials aus dem Druck p und den mit ξ gewichteten Scherspannungen für die flüssige
Phase τF und den deviatorischen Anteilen der festen Phase τ S
T = −p1+ (1− ξ) τ S + ξ τF (4.10)
zusammen. Für rein viskoplastisches Materialverhalten, mit der Wichtungsfunktion
ξ = 0, entfallen die viskosen Scherspannungen und der Gesamtdruck p entspricht
dem hydrostatischen Anteil der Feststoffspannung p = −1/3 trT. Für rein visko-
ses, flüssigkeitsähnliches Verhalten, bei ξ = 1, ist der Druck eine unabhängige Be-
schreibungsgröße und die Deviatorspannung ist ratenabhängig. Bild 4.3 zeigt sche-
matisch die Spannungs-Verzerrungs bzw. Spannungs-Verzerrungsraten-Diagramme für
rein viskoplastisches Feststoffverhalten links und eine ideale Binghamsche Flüssigkeit
rechts. Der bei Überschreiten der Feststoffspannung über die Fließgrenze Tf einsetzen-
de, graumarkierte Phasenübergang ermöglicht eine Kombination aus elastischem und
viskosem Verhalten.
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Bild 4.3: Schematische Darstellung der Spannungen und Übergangsbereiche
Statt der dargestellten konstitutiven Zusammenhänge ist die Wahl weiterer, spannungs-
und dichteabhängiger Materialmodelle möglich, die eine noch bessere Abbildung der
Phänomenologie der festen und flüssigen Phase erlauben. Hier finden das Fluidmodell
nach Chen (2.2) und (2.14) und ein viskoplastisches Feststoffmodell (3.3) und (3.9)
Anwendung. Neben der Fließgrenze Tf , welche durch das Feststoffverhalten bestimmt
ist, existiert eine Grenzscherspannung Tg, die das flüssigkeitsähnliche Verhalten beein-
flußt.
Bild 4.4 zeigt das zusammengesetzte Spannungs-Verzerrungsraten-Diagramm für den
Fließzustand. Dabei erreicht die deviatorische Feststoffspannung Jτ2 die statische Fließ-
grenze Tf . Danach bestimmt der Geschwindigkeitsgradient das Materialverhalten. Die
unterschiedlichen Größen beider Scherspannungen entsprechen Haft- bzw. Gleitrei-
bung und erlauben eine Spannungsverminderung nach Erreichen der statischen Fließ-
grenze. Maßgebend für das Materialmodell sind somit die beiden Grenzscherspannun-
gen und die Formulierung des Übergangsbereichs.
JD2
J
τ 2
ξ · τF
(1− ξ) · τ S
τ ges
Tg
Tf
JDu2 J
Dl
2
η
Bild 4.4: Gesamtspannung
Die Verzerrungsrate Du gibt die Größe des Übergangsbereichs an, während Dl eine
Hilfsgröße ist, welche aus Dl = (Tf − Tg)/η folgt. Die beiden Werte finden Verwen-
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Bild 4.5: Übergangsbereich im Invariantendiagramm
dung in der folgenden Beschreibung der Übergangsfunktion innerhalb des graumarkier-
ten Bereiches. Zur Beschreibung komplexer Bewegungen in einem dreidimensionalen
Gebiet ist eine ortsunabhängige Formulierung erforderlich. Daher erfolgt die Bestim-
mung aller Bewegungs- und Spannungsgrößen in Abhängigkeit der Invarianten JDi und
JTi des Verzerrungsgradienten D und der Spannung T. Die Fließgrenze Tf und die
Grenzscherspannung Tg, welche in der Invariantenformulierung nach Drucker-Prager
verwendet werden, sind in der Deviatorebene in Bild 4.5 dargestellt. Innerhalb des ela-
stischen Bereichs bis zum Erreichen der Fließgrenze Tf ist das Material fest. Der Span-
nungszustand TS stellt einen möglichen Grenzzustand dar, welcher den Beginn des
Fließens markiert. Bei einem weiteren Fließvorgang in Richtung der Geschwindigkeit
v folgt die Gesamtspannung Tges dem dargestellten gekrümmten Verlauf.
4.4.2 Wahl der Wichtungsfunktion
Nach der Bestimmung der Modellparameter jeder einzelnen Phase ist eine Formulie-
rung des Übergangsbereichs erforderlich. Bis zum Erreichen der statischen Fließgrenze
Tf ist das Materialverhalten mit einem rein elastischen Feststoffmodell abzubilden, so
daß gilt
ξ = 0 für ||τ S|| < ||Tf || . (4.11)
Für den Feststoff wird viskoplastisches Materialverhalten angenommen. Nach Beginn
des Fließvorganges ist das Materialverhalten abhängig von den Scherverzerrungsge-
schwindigkeiten. Zunächst dominieren weiterhin Reibungseinflüsse, welche mit dem
Feststoffmodell beschrieben werden. Bei steigender Scherrate lösen sich die Kontakte
zwischen den Partikeln des Granulars und das Material zeigt viskoses Verhalten.
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Aufgrund des direkten Zusammenhangs zwischen der Scherrate D und der Gesamt-
spannung T nach Bild 4.4 kann die Wichtungsfunktion mit der Scherrate verknüpft
werden. Ein eindeutiger Zusammenhang zwischen Scherkraft und Wichtungsfunktion
existiert wegen des Spannungsabfalls nach Erreichen der Fließgrenze nicht.
Der in Bild 4.6 abgebildete sinusförmige Verlauf der Wichtungsfunktion von 0 bis JDu2
ξ = 0, 5 + 0, 5 · sin (π/JDu2 · (JD2 − (JDu2 /2)) (4.12)
ist von der zweiten Invariante der Verzerrungsrate JD2 abhängig und erfüllt die erfor-
derlichen Randbedingungen
ξ = 0 für JD2 = 0 (4.13)
ξ = 1 für JD2 > JDu2 , (4.14)
wobei die Länge des Übergangsbereichs JDu2 im weiteren zu bestimmen ist. Darüber
hinaus ermöglichen die horizontalen Tangenten in den Punkten 0 und JDu2 eine nume-
risch stabile Behandlung des Stoffmodells.
0
0,5
1,0
JD2
ξ
0 JDu2
Bild 4.6: Wichtungsfunktion
4.5 Anpassung der Modellparameter an experimentelle Ergebnisse
Nach der mathematischen Formulierung des Materialmodells (4.10) ist eine Identifi-
zierung und Anpassung aller Modellparameter anhand von Versuchsdaten erforderlich.
Die additive Formulierung erlaubt die getrennte Zuweisung der Parameter und der ge-
messenen Werte für beide Phasen sowie den Übergangsbereich. Für das Feststoffmodell
in (3.3) sind
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der Elastizitätsmodul E ,
die Querdehnzahl ν und
der Haftreibungswinkel ϕh
entscheidende Modellgrößen, welche mittels bodenmechanischer Standardversuche be-
stimmt werden können. Die Wahl der Parameter erfolgt aufgrund der Vielzahl granula-
rer Materialien mit unterschiedlichen Eigenschaften ausschließlich für Sand und kann
der Literatur entnommen werden.
Das einfachste Fluidmodell nach Bingham (2.9) beschreibt das Materialverhalten in
Abhängigkeit
vom Gleitreibungswinkel ϕg und
von der Viskosität η .
Für die Modellierung des Übergangs ist weiterhin die
Länge des Übergangsbereiches JDu2
erforderlich. Zur Bestimmung des gesamten Parametersatzes ist es erforderlich, geeig-
nete experimentelle Daten zu analysieren, welche Aussagen über die einzelnen Kom-
ponenten des Materialverhaltens erlauben. Daher müssen die Modellparameter für fe-
stes bzw. flüssiges Materialverhalten aus unterschiedlichen Versuchen folgen, so daß
ausschließlich das phänomenologische Verhalten im Übergangsbereich gesondert be-
trachtet wird.
4.5.1 Spannungen in einer stationären Hangströmung
Es existieren nur wenige aussagekräftige Versuchsreihen, welche der Untersuchung des
Übergangsbereichs dienen und sowohl feste als auch flüssige Phasen berücksichtigen.
Daher erfolgt die Anpassung der Modellparameter ausschließlich an der in Bild 4.1
dargestellten, stationären Hangrutschung unter Verwendung der Untersuchungen von
Louge [63] und der Messergebnisse von Pouliquen [76].
Aus den gegebenen Mindesthöhen resultiert eine mittlere Höhe der flüssigen Zone hf
von 3 d mit dem Durchmesser d = 0,5 mm. Unter der Annahme, daß innerhalb der fe-
sten Zone das granulare Material eine konstante Geschwindigkeit aufweist, folgt aus
den gemessenen Maximalgeschwindigkeiten vmax der Geschwindigkeitsgradient inner-
halb der Fluidzone. Zusammen mit der Gesamtspannung, welche mit der Gewichts-
kraft im Gleichgewicht stehen muß, entsteht das in Bild 4.7 dargestellte Spannungs-
Verzerrungsgeschwindigkeiten-Diagramm für die Mitte der Fluidschicht.
Eine Optimierung führt mit den experimentellen Daten, gekennzeichnet durch +, o
und △ für drei unterschiedliche Gesamthöhen hges, auf die gesuchten Modellparam-
ter η = 4000kN/m2 und ϕg = 20◦. Aufgrund des nahezu linearen Spannungs-
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Bild 4.7: Spannungs-Verzerrungsgradienten-Relation für verschiedene Gesamthöhen
Verzerrungsgeschwindigkeiten-Verlaufs ist keine Aussage über die Länge des Phasen-
überganges zu treffen. Es folgt eine Abschätzung auf Du = Dl/10, um den Übergangs-
bereich einerseits gering zu halten und andererseits eine numerisch stabile Phasenum-
wandlung zu gewährleisten.
4.5.2 Geschwindigkeitsprofile
Im Anschluß an die Bestimmung der Fließparameter des granularen Materials folgt
eine Auswertung der Bewegungsgleichung für verschiedene Hangneigungswinkel α
und Gesamthöhen hges. Das linke Diagramm in Bild 4.8 zeigt das höhennormierte Ge-
schwindigkeitsprofil über die Höhe für hges = 15 d = 7, 5mm und Hangneigungs-
winkel zwischen 22◦und 26◦. Bei steigendem Neigungswinkel und somit steigender
Scherspannung innerhalb der Strömung nimmt die Maximalgeschwindigkeit zu. Ne-
ben dem festen Bereich mit konstanter Geschwindigkeit existiert eine Zone mit flüssig-
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Bild 4.8: Geschwindigkeitsprofile
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keitsähnlichem Verhalten, in welcher die Geschwindigkeit quadratisch über die Höhe
zunimmt. Die gepunktete Kurve zeigt das Geschwindigkeitsprofil, welches sich ohne
eine Phasenänderung bei vollständiger Verflüssigung einstellt. Das rechte Diagramm
zeigt den Einfluß der Gesamthöhe auf das Geschwindigkeitsprofil für einen konstanten
Neigungswinkel von 22◦. Unter Annahme einer unveränderlichen Fluidzone steigt der
Geschwindigkeitsgradient und somit die Maximalgeschwindigkeit an. Zusammenfas-
send resultiert das in Bild 4.9 dargestellte Diagramm, welches die Gesamthöhe hges
der Strömung in Relation zur Maximalgeschwindigkeiten vmax darstellt. Die Wichtung
mit
√
gd folgt aus Analogie zur Froude-Zahl, welche ein Maß zur Charakterisierung
von Strömungen mit freien Oberflächen ist. Die abgebildeten Versuchswerte korrelie-
ren sehr gut mit den berechneten Kurven, was die Annahme eines Phasenüberganges
innerhalb der Strömung und die Verwendung vereinfachender Materialmodelle für bei-
de Phasen bestätigt.
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Bild 4.9: Maximale Geschwindigkeit in Abhängigkeit der Gesamthöhe
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5 Lösungsverfahren
Die Beschreibung vieler physikalischer Vorgänge basiert auf nichtlinearen, partiellen
Differentialgleichungen wie Bilanz-, Transport- und Materialgleichungen. Schon für
einfache technisch relevante Aufgabenstellungen existiert aufgrund der hohen Komple-
xität der Geometrie und der Einwirkungen keine geschlossene Lösung der Modellglei-
chungen, welche daher nur numerisch, unter Verwendung geeigneter Näherungsverfah-
ren lösbar sind. Eine endliche Anzahl Freiwerte ersetzt dabei die räumlich und zeitlich
kontinuierlich definierten Beschreibungsvariablen. Somit wird nur eine entsprechende
Anzahl algebraischer Gleichungen zur Beschreibung der Vorgänge benötigt.
Das folgende Kapitel stellt die Modellgleichungen vor und erläutert die gewählte Be-
trachtungsweise und das verwendete numerische Lösungsverfahren. Besondere Be-
trachtung erfährt dabei die in dieser Arbeit entwickelte Beschreibung der Bewegung
dehnungsabhängigen Materials in Eulerscher Betrachtungsweise und ihrer numeri-
schen Umsetzung mit der Raum-Zeit-Finite-Elemente-Methode.
5.1 Grundgleichungen
Die phänomenologische Beschreibung der Bewegung eines Körpers B mit Hilfe der
Kontinuumsmechanik erfordert die Kenntnis der im Folgenden erläuterten Kinematik
und Kinetik sowie der Bilanz- und Materialgleichungen. Weiterführende Darstellungen
sind in der Literatur zu finden, z.B. in [4, 91, 98]. Die Notation folgt im wesentlichen
Belytschko [10].
5.1.1 Kinematik
Die kontinuierlich definierten Zustandsgrößen wie Druck, Temperatur und Geschwin-
digkeit werden den zusammenhängenden Punkten des Körpers zugeordnet. Zum Zeit-
punkt t = t0 ist die Lage des Körpers in der Referenzkonfiguration Ω0 definiert, welche
in Bild 5.1 abgebildet ist. Die Verschiebung u eines Materialteilchens aus der Position
X der Referenzkonfiguration in die aktuelle Position x in der Momentankonfiguration
Ωt folgt aus der Differenz der Ortsvektoren
u = x−X . (5.1)
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Bild 5.1: Referenz-, Bezugs- und Momentankonfiguration
Die Geschwindigkeiten eines Materialteilchens sind abhängig von der Wahl des Beob-
achters. Der Beobachter der Lagrangeschen Betrachtungsweise folgt einem bestimmten
Materialteilchen ausgehend von Punkt X in der Referenzkonfiguration Ω0 entlang sei-
ner Bahnlinie. Die Bewegung ist vollständig beschrieben wenn der Aufenthaltsort die-
ses Teilchens zu jedem Zeitpunkt bekannt ist. Diese Darstellungsweise findet vorrangig
in der Strukturmechanik Anwendung, da sie die Verfolgung eines Materialteilchens
einschließlich seiner Geschichte ermöglicht.
Im Gegensatz zur Lagrangeschen ist es in der Eulerschen Darstellung unbedeutend,
welches Materialteilchen sich an einem bestimmten Ort befindet. Die Beschreibung
der Zustandsänderung erfolgt zum Zeitpunkt t am festen Beobachtungspunkt x in der
Momentankonfiguration Ωt. Diese Darstellung findet in der Strömungsmechanik An-
wendung, wenn ein ortsfestes Kontrollvolumen betrachtet wird.
Aufgrund dieser Eigenschaften erscheint die Eulersche Betrachtungsweise besser ge-
eignet, den Ausfluß von Silos und weitere Anwendungen mit großen Bewegungen gra-
nularer Materialien abzubilden.
Zur Beschreibung des Deformationsverhaltens in Eulerscher Betrachtungsweise wird
unter Berücksichtigung großer Deformationen der Almansische Verzerrungstensor
A = 1
2
(∇xu+ (∇xu)T − (∇xu)T · ∇xu) . (5.2)
verwendet. Er beschreibt die Verzerrung eines Materialteilchens bezogen auf die ak-
tuelle Position analog zum Greenschen Verzerrungstensor E, welcher ein geeignetes
Verzerrungsmaß in Lagrangescher Betrachtungsweise darstellt. Für kleine Verzerrun-
gen folgt die Definition des linearisierten Verzerrungstensors ε unabhängig von der
gewählten Betrachtungsweise zu
ε =
1
2
(
∇u+ (∇u)T
)
. (5.3)
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In Lagrangescher Betrachtungsweise wird die Verschiebung jedes Materialteilchens be-
schrieben. Im Gegensatz dazu ist in der im weiteren betrachteten Eulerschen Betrach-
tungsweise die Geschwindigkeit, die an jedem Raumpunkt definiert ist, eine wesentli-
che Feldgröße der Bewegungsbeschreibung. Die Momentangeschwindigkeit v am Be-
obachtungspunkt x zur Zeit t ist definiert als materielle Ableitung der Verschiebung
nach der Zeit. Hierbei setzt sich die materielle Zeitableitung der Verschiebung u aus
einem lokalen und einem konvektiven Anteil zusammen
v = u˙ =
∂u(X, t)
∂t
=
Du(x, t)
Dt
=
∂u(x, t)
∂t
+ v · ∇u(x, t) . (5.4)
Der räumliche Geschwindigkeitsgradient L charakterisiert die Verzerrung eines be-
stimmten Volumenelements und läßt sich in die symmetrische Deformationsgeschwin-
digkeit D und den antisymmetrischen Drehtensor W zerlegen
L = ∇xv , D = 12(L+ L
T ) , W = 1
2
(L− LT ) . (5.5)
Die Deformationsgeschwindigkeit D bezieht sich auf die Momentankonfiguration und
ist objektiv. Sie entspricht der objektiven Oldroyd-Ableitung (∇· ) des Almansischen
Verzerrungstensors A
∇
A = A˙+ L ·A+A · L = D , (5.6)
Somit ist die Deformationsgeschwindigkeit D als Verzerrungsmaß in Eulerscher Be-
trachtungsweise geeignet.
5.1.2 Bilanzgleichungen
Neben der bisher dargestellten Kinematik, der Bewegungsbeschreibung eines Körpers,
ist es in der Kontinuumsmechanik notwendig, weitere Feldgleichungen aufzustellen.
Dazu werden die Bilanzgleichungen für Masse, Impuls, Drehimpuls und Energie ver-
wendet, welche Spezialfälle einer allgemeinen Erhaltungsgleichung sind, die in Inte-
gralform als
D
Dt
∫
Ω
U dΩ− F = 0 (5.7)
F =
∫
Ω
(divΦ− Z−P) dΩ (5.8)
im Gebiet Ω definiert ist. Die zeitliche Änderung einer FeldgrößeU folgt aus dem Fluß
Φ über den Rand, der Zufuhr Z im Volumen und dem ProduktionstermP innerhalb des
Volumens, welcher für Erhaltungsgrößen entfällt.
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Massenerhaltung
Die Masse ist eine Erhaltungsgröße und kann sich im Gebiet Ω nur ändern, wenn der
Massenstrom über die Gebietsränder von Null verschieden ist. Die allgemeine Bilanz-
gleichung (5.7) mit U = ̺ und P = Z = Φ = 0 führt in der differentiellen, lokaler
Form zur Kontinuitätsgleichung in Eulerscher Betrachtungsweise
D̺
Dt
+ ̺ divv = 0 , (5.9)
welche sich für inkompressible Fluide zu
divv = 0 (5.10)
vereinfacht. In Lagrangescher Betrachtungsweise stellt die Massenerhaltung keine Be-
stimmungsgleichung der Bewegung dar, da die Dichteänderung unmittelbar aus der
Verschiebung folgt. Die Darstellung der Massenbilanz in Abhängigkeit vom Fest-
stoffanteil π ermöglicht eine dimensionslose Beschreibung. Der Feststoffanteil gibt
die Konzentration des Feststoffes am Gesamtvolumen wieder. Daher folgt die aktuelle
Dichte ̺ des betrachteten Volumens aus der Dichte des Feststoffes ̺s unter Vernachläs-
sigung der Dichte der Porenluft
̺ = ̺s · π (5.11)
und die Massenerhaltung lautet
Dπ
Dt
+ π divv = 0 . (5.12)
Impuls- und Drehimpulsbilanz
Der Impuls eines massebehafteten Körpers ändert sich durch Krafteinwirkung auf den
Körper. Zu den angreifenden Kräfte gehören Volumenkräfte ̺b und Flächenkräfte,
welche durch den Cauchyschen SpannungstensorT beschrieben werden. MitU = ̺v,
Φ = −T und Z = ̺b und (5.7) folgt die Impulsbilanz in lokaler Form in Eulerscher
Betrachtungsweise unter Ausnutzung der Massenbilanz zu
̺
Dv
Dt
= ∇ ·T+ ̺b = divT+ ̺b . (5.13)
Die Aufstellung der Drehimpulsbilanz an einem Materialteilchen führt zu einem sym-
metrischen Cauchyschen Spannungstensors
Tij = Tji . (5.14)
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5.1.3 Materialgleichung
Die Bilanzgleichungen gelten unabhängig vom betrachteten Material. Das Material-
modell folgt der in Kapitel 4 vorgestellten Zweiphasenformulierung. Die Addition der
Spannungsanteile aus Flüssigkeits- und Feststoffbeschreibung erfordert einen einheit-
lichen Bezugspunkt und somit die Verwendung der Eulerschen Betrachtungsweise für
beide Phasen. Daher erfolgt die Formulierung der Materialgleichung des Feststoffmo-
dells ebenfalls in Bezug auf ortsfest definierte Größen.
Aufgrund der Beschreibung in Eulerscher Betrachtungsweise besteht die zeitliche Ab-
leitung aus lokalem und konvektivem Anteil und alle Zustandsgrößen sind raumbezo-
gen. Für viskoplastisches Materialverhalten in Eulerscher Betrachtungsweise folgt
T˙S =
DTS
D t
= C : Del = C : (Dges −Dvp) , (5.15)
wenn in (3.3) die linearisierte Verzerrungsrate ε˙ durch die Verzerrungsgeschwindkeit
D =
∇
A für große Verzerrungen ersetzt wird.
Die Betrachtung des hydrostatischen Anteils der Materialgleichung führt unter der Vor-
aussetzung volumenkonstanten Fließens mit dem Dilatanzwinkel ψ = 0 zu
p˙ = −K ·Dii = −K ·Dvol , (5.16)
wobei der Kompressionsmodul
K =
E
3(1− 2ν) (5.17)
mit dem Elastizitätsmodul E und der Querdehnzahl ν beschrieben wird. Die volume-
trische Verzerrungsrate Dvol ist ein Maß für die Dichteänderung ˙̺ des Materials, da
˙̺ = ̺0 (1−Dvol) (5.18)
mit der Anfangsdichte ̺0 gilt. Der Vergleich der Massenbilanz (5.9) mit der Mate-
rialgleichung (5.16) unter Berücksichtigung des Zusammenhangs in (5.18) zeigt die
Äquivalenz der Ausdrücke. Die volumetrische Verzerrung Dvol ist bei kompressiblem
Material durch die Massenbilanz implizit festgelegt. Ausschließlich die deviatorischen
Verzerrungs- und Spannungskomponenten müssen zusätzlich bestimmt werden. Als ob-
jektive Zeitableitung der Spannung wird die Jaumannrate
◦
T = T˙+T :W −W : T (5.19)
verwendet, welche starrkörperbewegungs- und rotationsinvariant ist.
5.2 Raum-Zeit-Finite-Element-Methode
Die in der Strukturmechanik verbreitete Diskretisierung mit der Finite-Elemente-
Methode kommt zunehmend auch in der Strömungsmechanik zum Einsatz. Insbe-
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sondere für Mehrfeldaufgaben wie in der Aeroelastik ist die Methode geeignet,
da sie eine einheitliche Diskretisierung der Bestimmungsgleichungen für Struktur
und Fluid sowie die Modellierung komplexer Geometrien ermöglicht, siehe [42].
Das im weiteren vorgestellte Berechnungsmodell basiert auf einer einheitlichen
Finite-Elemente-Diskretisierung aller Modellgleichungen. Die Verwendung der Finite-
Elemente-Methode für die Zeitintegration führt auf die Raum-Zeit-Finite-Elemente-
Methode, welche Hughes und Hulbert [41] für Aufgaben der Strukturmechanik einfüh-
ren. Die Methode eignet sich insbesondere für die Diskretisierung von Modellgleichun-
gen mit überwiegend hyperbolischem Charakter, wie der Wellenausbreitung in Raum
und Zeit. Weiterhin ist die Modellierung bewegter Netze, wie sie für Strömungen mit
bewegten Rändern erforderlich ist, ohne zusätzlichen Aufwand umsetzbar [32, 93]. We-
sentliche Arbeiten zu Raum-Zeit-FEM hinsichtlich der Diskretisierung der Modellglei-
chungen der Fluidmechanik stammen von Hulbert und Hughes [43, 44] sowie Tezduyar
[94, 95, 96].
5.2.1 Schwache Form der Bilanzgleichung
Zur Lösung von Rand- und Anfangswertaufgaben werden die Modellgleichungen aus
der starken Form in eine gewichtete Residuen-Formulierung überführt. Mit Hilfe der
Multiplikation mit einer geeigneten Wichtungsfunktion w nach der Methode der ge-
wichteten Residuen und der anschließenden Integration über das räumliche Gebiet Ω
und das Zeitintervall I und nachfolgender partieller Integration folgt die schwache
Form der Modellgleichungen. Die Verfahren von Galerkin führt als Wichtungsfunk-
tion die Ansatzfunktionen für die betrachtete Beschreibungsgröße ein. Somit stehen die
Residuen orthogonal auf dem Raum der Ansatzfunktionen, so daß das Verfahren die
bestmögliche Lösung liefert.
Im Unterschied zu klassischen Herangehensweisen erfolgt die Integration in der Raum-
Zeit-Finite-Element-Methode nicht getrennt nach Raum und Zeit, sondern über das ge-
samte Raum-Zeit-Gebiet Q = Ω× I und den Rand P = PN + PD.
In gemischter Formulierung gilt somit für die Berechnung des granularen Materials
∀ δv, δτS, δp, δt∫
Q
δv̺
(
∂v
∂t
+ v·gradv
)
dQ −
∫
Q
δv divT dQ +
∫
Q
δv · ̺b dQ (5.20a)
+
∫
Q
δτS :
[
C−1 : τ˙S − (D−Dvp)
]
dQ+
∫
Q
δ p · [K−1 · p−Dvol] dQ
(b)
−
∫
P N
δv · t dP +
∫
P D
δt · (v − v ) dP = 0 . (c)
48
Dabei stellt (5.20a) die schwache Form der Impulsbilanz dar, welche sich aus der Än-
derung des Impulses sowie den inneren und äußeren Kräften zusammensetzt. Zeile (b)
zeigt die mit der Feststoffspannung δTS = δτ S + δp gewichtete Materialgleichung des
Feststoffes in Ratenformulierung, welche mit ihrem hydrostatischen Anteil die Massen-
bilanz erfaßt. Die auf dem Dirichlet-Rand PD aufgebrachten Randgeschwindigkeiten
v sowie die auf dem Neumann-Rand PN eingeprägten Randspannungen t werden in
Zeile (c) berücksichtigt.
Nach partieller Integration der Impulsbilanz, insbesondere des Anteils der Gesamtspan-
nung T, und der Aufteilung in Druck p und die mit ξ gemittelten deviatorischen Span-
nungen des Feststoffes τ S und des Fluids τF = Φ1D folgt∫
Q
δv divT dQ =
∫
Q
(div δv) T dQ −
∫
P N
δv · t dP (5.21a)
=
∫
Q
(div δv) ξ Φ1D dQ +
∫
Q
(div δv) p dQ (b)
+
∫
Q
(div δv) (1− ξ) τ S dQ −
∫
P N
δv · t dP . (c)
Für ein Newtonsches Fluid mit ξ = 1 und Φ1 = konst sowie einer Vereinfachung des
Materialtensors C auf den Kompressionsmodul K entsprechen die genutzten Modell-
gleichungen der Navier-Stokes-Gleichung für kompressible Flüssigkeiten.
5.2.2 Diskretisierung
Die schwache Form der Modellgleichungen (5.20) und (5.21) dient als Grundlage für
die Diskretisierung des Raum-Zeit-Gebiets Q. Dabei wird die Verteilung der Zustands-
größen in Beschreibungsvariablen in Raum und Zeit einheitlich durch knotenweise defi-
nierte Formfunktionen N approximiert. Der raumzeitliche Verlauf jeder Beschreibungs-
variablen U resultiert aus der Linearkombination der unbekannten Knotenvariablen
Uˆ mit den stückweise differenzierbaren Ansatzfunktionen N, welche auf Lagrange-
Polynomen basieren
U(x, t) =
Nk∑
k=1
N · Uˆ . (5.22)
Die Transformation der globalen Raumzeitkoordinaten auf lokale Raumkoordinaten ξi
und die Zeitkoordinate τ unter Verwendung isoparametrischer Elemente ermöglicht
die Verformung der Elemente in Richtung der globalen Zeitkoordinate t. Folglich führt
die Transformation zu der in Bild 5.2 dargestellten natürlichen Beschreibung zeitver-
änderlicher Raumgebiete. Im weiteren erfolgt die Elementdiskretisierung in zeitlicher
Richtung unabhängig von den Raumkoordinaten. Somit stehen die lokalen Raumkoor-
dinaten orthogonal zur globalen Zeitkoordinate t(τ).
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Bild 5.2: Bewegtes Raum-Zeit Gebiet
Aufgrund der verwendeten Eulerschen Betrachtungsweise für das granulare Material
und der daraus resultierenden nichtlinear von der Bewegung abhängigen Zeitableitung
ist eine Bestimmung der Spannungen auf Elementebene, wie in der gemischt-hybriden
Formulierung bei Hübner [47], nicht durchführbar. Die in der hybriden Formulierung
auftretenden Sprünge an den Elementrändern verhindern eine Bestimmung des konvek-
tiven Anteils der Zeitableitung. Daher ist im Rahmen dieser Arbeit eine Deklaration
der Spannungen als Knotenvariablen notwendig. Für den betrachteten ebenen Verzer-
rungszustand sind somit drei Normalspannungs- und eine Scherspannungsvariable ein-
zubeziehen. Weiterhin ist für eine konsistente Formulierung des Phasenübergangs die
Aufteilung der Spannung in Druck p und Deviatorspannung τ erforderlich. Im ebenen
Verzerrungszustand folgt
T =

 Txx TxyTyx Tyy
Tzz

 = −p1+ τ = −p1+

 τxx τxyτyx τyy
τzz

 , (5.23)
wobei die Spannung τzz aus der Bedingung tr τ = 0 zu
τzz = − τxx − τyy (5.24)
resultiert. Die vier unabhängigen Spannungskomponenten sind der Druck p, die devia-
torischen Anteile der Hauptspannungen τxx und τyy sowie die Scherspannung τxy in der
Ebene. Die Verwendung der Druckvariablen erfordert die Umstellung der Materialglei-
chung. Zur Vereinfachung der Formulierung erfolgt die Aufstellung des Gleichungssy-
stems mit den zugehörigen Verzerrungskomponenten, der volumetrischen Verzerrungs-
rate Dvol sowie den deviatorischen Verzerrungsanteilen. Deshalb wird die Material-
gleichung in Nachgiebigkeitsform nach Umwandlung der tensoriellen Schreibweise in
Matrizenschreibweise verwendet

Dvol
Dxx
Dyy
Dxy


el
= C−1 : T˙ =
1
E


−3(1− 2µ)
(2µ− 1) 1 + µ
(2µ− 1) 1 + µ
1 + 2µ

 ·


p˙
τ˙xx
τ˙yy
τ˙xy

 .
(5.25)
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Die Auswertung der Integrale der schwachen Form erfolgt auf Elementebene mittels
Gaußpunktintegration. Die veränderlichen Materialkennwerte, Viskosität Φ1 und visko-
plastische Verzerrungsrate Dvp, welche nichtlinear vom verwendeten Material abhän-
gen, folgen aus den Zustandsgrößen des letzten Iterationsschrittes am Gaußpunkt. Mit
Hilfe der Ansatzfunktionen im Element ist es möglich, die benötigten Werte für die
zweite Invariante der Verzerrungsgeschwindigkeit JD2 und die Grenzscherspannung Tf
zu bestimmen.
5.2.3 Zeitdiskontinierliches Galerkin-Verfahren
Die vollständige Diskretisierung der Modellgleichungen in Raum und Zeit resultiert in
zu bestimmenden Freiwerten, deren Anzahl die eines klassischen semi-diskreten Ansat-
zes um ein Vielfaches übersteigt. Unter Ausnutzung des Informationsflusses, der aus-
schließlich in positiver Zeitrichtung erfolgt, ist eine Unterteilung der globalen Zeitkoor-
dinate in eine sequentielle Abfolge von Zeitintervallen In =]tn, tn+1[ mit diskreten Zeit-
punkten tn zulässig. Die Sequenzierung führt zu einer deutlich effizienteren numeri-
schen Formulierung mit einer verminderten Anzahl an Freiwerten. Die Auswertung der
Modellgleichungen in den so entstehenden Raum-Zeit-Scheiben Qn = Ωt × In erfolgt
sequentiell, wobei die Lösung der aktuellen Zeitscheibe nur aus den vorangegangenen
Zeitschritten folgt. Im verwendeten zeitdiskontinuierlichen Galerkin-Verfahren sind die
gewählten Ansatzfunktionen nur innerhalb einer Raum-Zeit-Scheibe C0-kontinuierlich
und können an den Übergängen zwischen zwei Zeitintervallen Sprünge aufweisen. Die
Unabhängigkeit der Freiwerte zu Beginn jedes Zeitintervalls von der vorangegangenen
Zeitscheibe führt zu einer Verdopplung der benötigten Freiwerte. Das implizite, A-
stabile Zeitintegrationsverfahren 3. Ordnung für lineare Ansätze in der Zeit [55] recht-
fertig den erhöhten Rechenaufwand. Für zeitveränderliche Raumgebiete sind die Netze
somit diskontinuierlich wie in Bild 5.3 dargestellt ist. Der in Bild 5.4 dargestellte ent-
In 1−
t 1+( n )
−
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+(   )
nQ nI
n
−t(   )
t
1
n−1
n−Q
)( 1n−t
+
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Bild 5.3: Diskontinuierliches Raum-Zeitgebiet
koppelte Verlauf einer zeitlich veränderlichen Beschreibungsvariable U über die Zeit
erfordert Übergangsbedingungen zwischen aufeinanderfolgenden Zeitintervallen, um
die Massen- und Impulserhaltung am Zeitscheibenübergang zu gewährleisten. Die An-
fangsbedingung für jedes Zeitintervall folgt somit aus der Lösung der vorangegangenen
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Zeitscheibe. Die Einbindung der Sprungterme für alle Beschreibungsgrößen, die zeitli-
che Ableitungen in den Modellgleichungen aufweisen, v und T, in schwacher Form∫
Ωn
δv(t+n ) · ̺
(
v(t+n )− v(t−n )
)
dΩ +
∫
Ωn
δT(t+n ) : C
−1 :
(
T(t+n )−T(t−n )
)
dΩ
(5.26)
in (5.20) ermöglicht die entsprechend den Ansatzfunktionen bestmögliche Erfüllung
der Übergangsbedingung. Dabei bezeichnen v(t+n ) undT(t+n ) die Freiwerte am Anfang
der aktuellen Zeitscheibe und v(t−n ) und T(t−n ) die Werte am Ende des vergangenen
Zeitintervalls.
tn t +n 1
+tU +n( 1)
tU +n( 1)
−
nI
n
nU t(   )−
tU(   )+
t
U
Bild 5.4: Zeitdiskontinuierlicher Ansatz
5.2.4 Stabilisierung
Die Verwendung der Finite-Elemente-Methode mit linearen Ansätzen für Druck und
Geschwindigkeit und einer Standard-Galerkin-Wichtung führt bei konvektionsdomi-
nierten Aufgabenstellungen zu unphysikalischen, oszillierenden Lösungen. Zur Ver-
besserung von Konvergenz und Stabilität der Lösung der Modellgleichungen wird ei-
ne Galerkin-/Least-Squares-Stabilisierung auf die Raum-Zeit-Formulierung angewen-
det. Die Methode geht auf Hughes und Hulbert [41] zurück. Die Lösung hyperboli-
scher Differentialgleichungen erfordert die Berücksichtigung des Informationsflusses
der Wellenausbreitung. Der Least-Squares-Term
∑
e
∫
Qe
1
̺
L(δv, δT)κstab (L(δv, δT)− ̺b) dQ (5.27)
mit
L(v,T) = ̺ dv
dt
− divT (p,D, ̺) (5.28)
erweitert die schwache Form der Impulsbilanz (5.20a). Die nach der Erweiterung der
Wichtungsfunktion um den konvektiven Anteil des Differentialoperators L(U) ent-
stehende Methode heißt Streamline-Upwind-Petrov-Galerkin-Verfahren (SUPG). Der
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Least-Squares-Term hinsichtlich δp gewährleistet die Stabilität der Lösung für belie-
bige Ansatzordnungen ohne explizite Erfüllung der Babusˆka-Brezzi-Bedingung. Für
den Faktor κstab existieren lediglich für eindimensionale Aufgabenstellungen optimale
Werte, welche sich beispielsweise bei Tezduyar [96] aus der Norm der Elementmatrix-
anteile ergeben.
Im Unterschied zu den in [47] verwendeten gemischt-hybriden Elementen erfordert das
Verfahren im vorliegenden Fall keinen besonderen programmtechnischen Aufwand, da
alle Variablen knotenweise definiert sind. Die Least-Squares-Terme der Materialglei-
chung haben nach Hübner [47] nur einen geringen Einfluß auf das Gleichungssystem.
Die Verwendung der Druckstabilisierung führt insbesondere für hohe Steifigkeiten und
somit nahezu inkompressiblem Materialverhalten zu einer Verbesserung der Ergebnis-
se. Sie entspricht dem Stabilisierungsterm in Gleichung (5.27) unter ausschließlicher
Berücksichtigung des Druckterms im Differentialoperator L. Der Stabilisierungspara-
meter wird zu
κstab =
1√(
2
∆t
)2
+
(
2|vrel|
h
)2 (5.29)
gesetzt, wobei unabhängig vom aktuellen Fließzustand die relative Geschwindigkeit
vrel statt der von Hübner verwendeten Wellenausbreitungsgeschwindigkeit c für die
Feststoffbeschreibung angewendet wird. Die Modifikation folgt aus der Eulerschen Be-
trachtungsweise, welche eine Bestimmung der Gesamtgeschwindigkeit ermöglicht.
Es ist zu beachten, daß die Vernachlässigung der Ableitung ∂2/∂x∂y der Ansatzfunk-
tionen im linearen Vierknotenelement für große Deviatorspannungen zu einer Ver-
schlechterung des Ergebnisses führt. Weiterhin ist für große Viskositäten, wie sie aus
(2.11) folgen, der Stabilisierungsparameter der Übergangsbedingung der Fluid-Fluid-
Kopplung anzupassen. Es zeigt sich, daß er kleiner 1/Φ1 gewählt werden sollte.
5.3 Abbildung des Feststoffmodells in Eulerscher Betrachtungsweise
Die in der Strukturmechanik gebräuchliche Lagrangesche Betrachtungsweise kann auf-
grund der großen zu beschreibenden Verformungen des Granulars und des flüssigkeits-
ähnlichen Materialverhaltens in die gewünschten Beispiele ausschließlich für die Be-
schreibung der verformbaren Silostruktur angewendet werden. Insbesondere während
des Entleerungsvorganges von Silos bewegt sich das granulare, mittels Feststoffmodell
beschriebene Material innerhalb eines nahezu konstanten Kontrollvolumens. Daher ist
eine Anpassung des Materialmodells zur Darstellung des Feststoffverhaltens in (4.10)
auf die Eulersche Betrachtungsweise erforderlich.
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5.3.1 Wahl des Bezugssystems
Neben den bereits beschriebenen Betrachtungsweisen bezüglich der Ausgangskonfi-
guration Ω0 bzw. der Momentankonfiguration Ωt existiert die Arbitrary Lagrangian-
Eulerian (ALE) Betrachtung, die die Bewegung eines Körpers über eine bewegliche
Referenzkonfiguration Ωˆ zu beschreibt. Die vorgegebene oder berechnete Bewegung
der Referenzkonfiguration entspricht einer Verschiebung des Berechnungsnetzes zum
Ort χ, siehe Bild 5.1. Damit folgt der Ortsvektor der Momentankonfiguration x aus der
Transformation
x = Φˆ(Ψ(X, t), t), (5.30)
wobei Ψ die Abbildung der Ausgangskonfiguration auf die Referenzkonfiguration ist.
Der Vorteil einer solchen Formulierung gegenüber der Lagrangeschen, in welcher das
Berechnungsnetz dem Material folgt, ist die Vermeidung großer Netzverzerrungen und
der damit erforderlichen Neuvernetzung. Andererseits ermöglicht sie im Gegensatz zur
räumlichen Betrachtungsweise eine Beschreibung freibeweglicher Gebietsränder[21].
Die Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) Betrachtung ist unmittelbar in die Lagrange-
sche Betrachtungsweise überführbar, indem die Referenzkonfiguration ortsfest bleibt.
Ebenso folgt die Eulersche Betrachtungsweise für x = χ.
Aufgrund ihrer interpolierenden Eigenschaft wird die ALE-Methode insbesondere für
Strömungen mit beweglichen Rändern verwendet. Die in dieser Arbeit genutzte und
in Abschnitt 5.4.1 beschriebene Fluid-Struktur-Kopplung basiert auf einem analogen
Verfahren [48]. Zur Vermeidung zusätzlicher Kontaktalgorithmen wie der Knoteninter-
polation zwischen Fluid bzw. granularem Material und Struktur ist eine Anpassung des
Fluidnetzes an die Bewegung der Struktur erforderlich, wie in Bild 5.5 links dargestellt
ist.
Fluid
Struktur
Verformung des Fluidnetzes
Bild 5.5: Verformung Struktur und Fluid mit verschiedenen Netzbewegungen
Die Anwendung der ALE auf die Bewegungsbeschreibung des granularen Materials er-
laubt die Verfolgung der Oberfläche, führt jedoch zu einer unerwünschten, gegenseiti-
gen Verschiebung zwischen den Berechnungsnetzen der umliegenden Struktur und des
Granulars, siehe Bild 5.5 rechts. Eine konsistente Formulierung ist nur für Haftrand-
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bedingungen, zwischen den beiden Berechnungsgebieten möglich. Um jedoch die Ent-
leerung von Silos zu modellieren, ist eine Beschreibung der gegenseitigen, reibungsdo-
minierten Bewegung von Schüttgut und Silowand notwendig.
Daher erfolgt im Rahmen dieser Arbeit die Bewegungsbeschreibung für das granulare
Material analog zu einer Flüssigkeit in einer Eulerschen Betrachtungsweise mit beweg-
lichen Gebietsrändern infolge der Wandverformung. Die Beschreibung der Silowand
erfolgt hingegen in der für Strukturbetrachtungen üblichen Lagrangeschen Betrach-
tungsweise.
5.3.2 Bestimmung der Verschiebung
Zur Beschreibung des Materialverhaltens, welches einen Zusammenhang zwischen
Spannung und Verzerrung herstellt, ist die Verfolgung der Materialteilchen erforderlich.
Die Bestimmung der Verschiebungen aus den Geschwindigkeiten erfolgt mittels Zeit-
integration, welche in Lagrangescher Betrachtungsweise unmittelbar möglich ist, da
das Tensorfeld objektiv und die Ableitung zeitinvariant ist. Aufgrund der nichtlinearen
Form der Oldroyd-Ableitung (5.6) ist eine Bestimmung der Almansischen Verzerrung
A eines am Ort x befindlichen Materialteilchens mittels Zeitintegration der Deformati-
onsgeschwindigkeit nicht unmittelbar möglich. Bisherige Lösungsansätze sind die mo-
lekulare Punktverfolgung, stochastische Ansätze oder die materielle Rückverfolgung.
Einige dieser Ansätze werden im weiteren erläutert.
Iterative Integration der zeitabhängigen Größen Die Beziehung zwischen Ver-
schiebung und Geschwindigkeit eines Materialteilchens ist in Gleichung (5.4) ange-
geben. Aufgrund des konvektiven Anteils der materiellen Zeitableitung ist die zeitliche
Integration der Geschwindigkeit zur Bestimmung der Verschiebung nur iterativ mög-
lich. Es ist deshalb erforderlich, die Bestimmungsgleichung für die Geschwindigkeit
separat zu lösen. Die Bestimmung der zeitlichen und örtlichen Ableitung der Verschie-
bung erfordert die Abspeicherung der Verschiebung vergangener Zeitschritte sowie die
Beachtung entsprechender Randbedingungen. Insbesondere an Einströmrändern insta-
tionärer Bewegungszustände sind Annahmen über den Verlauf der Bahnlinien zu tref-
fen.
Bahnlinienverfolgung Ein anderer Ansatz zur Berechnung der Verschiebung beruht
auf der Bestimmung der Bahnlinien einzelner Materialteilchen in einem stationären Be-
wegungsfeld. Für stationäre Bewegungsfelder bewegen sich die Materialteilchen ent-
lang der Stromlinien. Das Verfahren ermöglicht einen Punktverfolgungsalgorithmus,
wie Dupont [22] ihn zur Beschreibung eines viskoelastischen Fluids verwendet. Die
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Verzerrungsgeschichte folgt aus den analytisch exakt bestimmten Knotenverschiebun-
gen, führt aber für große Verschiebungen zu Verzerrungsungenauigkeiten .
Für instationäre Felder entspricht die Verschiebung des Materialteilchens B in Bild 5.6
zum Zeitpunkt t = t1 der Differenz des aktuellen Ortsvektors und der in jedem Zeit-
schritt wiederholt iterativ ermittelten Ausgangslage A. Die vom betrachteten Material-
teilchen durchlaufene Bahn folgt aus der linearen Zeitintegration seiner Geschwindig-
keit. In einem ersten Iterationsschritt führt die Verwendung der Momentangeschwin-
digkeit v1 zur angenäherten Ausgangslage B*. In einem zeitlich und räumlich verän-
derlichen Geschwindigkeitsfeld beschreibt das Materialteilchen, welches zu Beginn am
Punkt B* ist, eine unabhängige Bahnlinie.
Im weiteren Ablauf der Berechnung liefert der Mittelwert zwischen v1 und der Momen-
tangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t0 des ermittelten Ausgangspunktes die Geschwin-
digkeit des Materialteilchens. Die Iteration ist abgeschlossen sobald die Verschiebung
konsistent zu den Geschwindigkeiten zu Beginn und Ende des betrachteten Zeitinter-
valls ist. Im Rahmen dieser Vorgehensweise sind zusätzliche Annahmen für die Ver-
schiebungen an Einströmrändern zu treffen, da an diesen die Ausgangsposition eines
Materialteilchens nicht bestimmbar ist.
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Bild 5.6: Verschiebung eines Balkens in ortsfestem Bezugssystem
Transport der Geschichtsfunktionen In der von Peters [75] vorgestellten Heran-
gehensweise repräsentiert eine endliche Anzahl von Verschiebungsfeldern die Defor-
mationsgeschichte. Das zeitlich veränderliche Strömungsfeld transportiert das jedem
Zeitpunkt zugeordnete Verschiebungsfeld, welches um die zusätzliche Verschiebung
aktualisiert wird. Somit folgt die Materialgeschichte aus der einmaligen Lösung der
Transportgleichung ohne weitere Iteration und Rückverfolgung. Die Erweiterung von
Hulsen [45] speichert die vorangegangenen Verschiebungsfelder relativ zur aktuellen
Zeit. Peters verwendet diese Herangehensweise zur Beschreibung des Fließens visko-
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elastischer Fluide.
Aus der Verschiebung resultieren Verzerrungen, die mit den Spannungen verknüpft
werden. Mit Hilfe der Abbildung des Spannungsintegrals als endliche Summe der dis-
kreten Spannungswerte ist die Beschreibung eines Materialverhaltens unter Berück-
sichtigung der Spannungsgeschichte möglich.
Für die Verwendung der Spannung in der Impulsbilanz ist es sinnvoll, die Spannung
direkt zu bestimmen. Dazu erfolgt der Aufbau und Transport eines Spannungsfeldes,
welches in jedem Zeitintervall infolge der Spannungsinkremente aktualisiert wird. Die-
ser Ansatz wird beispielsweise von Crochet [17] und Keunings [57] verfolgt.
Umsetzung mittels der Raum-Zeit-FEM Aus den beschriebenen Methoden zur Be-
stimmung der Verschiebungen in Eulerscher Betrachtungsweise wird im Rahmen dieser
Arbeit der Ansatz, die zeitliche Integration der Geschwindigkeiten mit Hilfe der Raum-
Zeit-Finite-Elemente-Methode durchzuführen, verfolgt. Die Raum-Zeit-FEM bietet die
Möglichkeit, zeitliche Ableitungen unmittelbar zu bestimmen, da die lokale Zeitablei-
tung jeder Beschreibungsvariablen innerhalb einer Zeitscheibe mit Hilfe der Formfunk-
tion und der Knotengröße berechnet werden kann. So folgt die Zeitableitung der Span-
nung
T˙
S
=
∂TS
∂t
+ v · ∇TS (5.31)
mit der Formfunktion N und ihren räumlichen und zeitlichen Ableitungen und den
Knotengrößen TˆS zu
T˙
S
= (N,t + vi ·N,i) TˆS (5.32)
Die Feststoffspannung zu jedem Zeitpunkt folgt stets aus dem so ermittelten Span-
nungsinkrement innerhalb der Zeitscheibe und der Anfangsbedingung zu Beginn der
Zeitscheibe.
Die direkte Berechnung der Zeitableitung jeder Größe kann auch zur Bestimmung der
Verschiebung, wie im ersten vorgestellten Lösungsansatz, genutzt werden. Die Wahl
der Feststoffspannung ist als unabhängige Größe geeignet, weil diese unmittelbar in die
Bilanzgleichungen Eingang finden. Weiterhin ist es möglich, den von Peters vorgestell-
ten Informationstransport über die Materialspannung umzusetzen. Dazu ist lediglich
die Lösung der Gleichung (5.32) in einem unabhängigen Gleichungssystem notwen-
dig, wobei die resultierenden Spannungen an das Gesamtgleichungssystem übergeben
werden. Zur Bestimmung der Gesamtspannung ist die Berechnung der viskoplastischen
Dehnungsrate Dvp für jedes Materialteilchen erforderlich.
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5.3.3 Berechnung der viskoplastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten
Für viskoplastisches Materialverhalten folgen die inelastischen Verzerrungsgeschwin-
digkeiten aus Gleichung (3.10). Sie hängen somit vom aktuellen Spannungsniveau ab,
das über Gleichung (3.3) mit den Verzerrungen in Zusammenhang steht. Daher ist eine
iterative Lösung der Bestimmungsgleichung der Verzerrungsgeschwindigkeiten erfor-
derlich. Im Unterschied zu anderen Zeitintegrationsverfahren werden die Modellglei-
chungen in der Raum-Zeit-Finite Elemente-Methode für eine gesamte Zeitscheibe ge-
löst. Daher sind sowohl Spannungen als auch deren zeitliche Ableitung unmittelbar für
jeden Punkt im Raum-Zeit-Gebiet bestimmbar. Die iterative Berechnung der viskopla-
stischen Verzerrungsrate erfolgt an den Gaußpunkten, um einen Aufbau des Gesamt-
gleichungssystems zur Lösung der schwachen Form der Bilanzgleichungen zu ermögli-
chen und weitere Interpolationsfehler zu vermeiden. An jedem räumlichen Gaußpunkt
ist die Spannung zu Beginn der Zeitscheibe T0GP bekannt. Die Spannung ist jedoch
einem anderen Materialteilchen als dem zum Zeitpunkt tGP am Gaußpunkt befindli-
chen Materialteilchen M zuzuordnen. Es ist jedoch ein Bezug auf die Spannung T0M
des Materialteilchens M zu Beginn der Zeitscheibe notwendig, da das Materialmodell
die Verzerrung eines Materialteilchen in der Zeit beschreibt. Die Spannung folgt unter
Berücksichtigung der konvektiven Zeitableitung zu
T0M = T
0
GP −T0konv = T0GP − v · ∇T ·∆tGP . (5.33)
Die oberen Indizes kennzeichnen den betrachteten Zeitpunkt, die unteren den Ort. Die
erste Iteration liefert die aktuelle Spannung am Gaußpunkt aus der Spannung des Mate-
rialteilchens zu Beginn der Zeitscheibe, dem Spannungsprädiktor ∆T und dem Zeitin-
tervall vom Beginn der Zeitscheibe bis zum betrachteten Gaußpunkt ∆tGP = tGP − t0
TGPM = T
0
M +∆T ·∆tGP (5.34)
wobei der Prädiktor aus
∆T = C : D (5.35)
oder
∆T = (TGPMiter −T0M)/∆tGP (5.36)
folgt. Dabei istTGPMiter die Spannung am Gaußpunkt aus der letzten Iteration zur Lösung
der schwachen Form der Bilanzgleichungen (5.20). Die Verwendung von (5.36) führt
jedoch im ersten globalen Iterationsschritt stets zu einem verschwindenden Prädiktor-
schritt und somit meist zu einer verminderten Konvergenz im Vergleich mit (5.35). An-
schließend erfolgt die Bestimmung der viskoplastischen Verzerrungsgeschwindigkeit
Dvp mit der ermittelten Spannung des Materialteilchens am betrachteten Gaußpunkt
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TGPM . Nach der Lösung der Bestimmungsgleichung (3.10) folgt eine Modifikation des
elastischen Prädiktors zu
∆T′ = ∆T−C : Dvp (5.37)
bis die Änderung der Spannung eine vorgegebene Fehlergrenze unterschreitet. Die
ermittelten viskoplastischen Verzerrungsraten werden beim Aufbau des Gesamtglei-
chungssystems (5.20) als Teil des Residuums berücksichtigt.
5.4 Berechnung randgekoppelter Systeme
Mehrfeldaufgaben erfordern die Lösung unterschiedlicher Modellgleichungen in ge-
koppelten Gebieten. Neben volumengekoppelten Aufgabenstellungen in der Mi-
schungstheorie stellen oberflächengekoppelte Aufgaben einen wesentlichen Aspekt dar.
Für die Lösung von Mehrfeldaufgaben existieren verschiedene Ansätze. Sie unterschei-
den sich bezüglich des Kopplungsalgorithmus in partitionierte Lösungsverfahren mit
schwacher [65, 101] und starker Kopplung [62, 78, 90] und simultane Lösungsverfah-
ren [48]. Zur Verbesserung der Konvergenzeigenschaften des gekoppelten Systems und
zur Steigerung der numerischen Effizienz wird im Rahmen dieser Arbeit ein simul-
tanes, monolithisches Verfahren verwendet. Das Gesamtgleichungssystem enthält die
diskretisierten Modellgleichungen aller Teilgebiete und die Kopplungsbedingungen.
5.4.1 Fluid-Struktur-Kopplung
Es existieren zahlreiche Phänomene, welche mit Hilfe randgekoppelter Wechselwirkun-
gen zwischen Fluid und Struktur erklärbar sind. Die Beschreibung von weitgespannten
Tragwerken unter Windeinwirkung, des Wellenschlags auf Schiffe und der Durchströ-
mung von Blutgefäßen ist nur unter Berücksichtigung der Kopplung beider Medien
möglich, deren gemeinsame Grenzfläche zeitlich veränderlich ist. Für die Simulation
von Entleerungsvorgängen in Silos ist vor allem die Interaktion zwischen Schüttgut
und Silowand von Bedeutung. Weiterhin erfordern insbesondere die unterschiedlichen
Betrachtungsweisen beider Gebiete und die somit notwendige Anpassung des ortsfe-
sten Berechnungsgebietes auf zeitlich veränderliche Ränder spezielle Beachtung.
Kopplungsbedingungen
Die Kopplungsbedingungen gewährleisten die Kontinuität von Kraft- und Weggrößen
entlang der gemeinsamen Grenzfläche. Die Kontinuität der Weggrößen erzwingt die
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geometrischen Übergangsbedingungen, so daß weder Lücken noch Überlappungen auf-
treten. Die Formulierung aller Modellgleichungen in Geschwindigkeitsvariablen v er-
möglicht bei identischer Diskretisierung die knotenweise Kopplung der Freiwerte für
das Fluid und die umliegende Struktur, gekennzeichnet mit F bzw. St, in normaler
Richtung n der Grenzfläche
vSt · n = vF · n . (5.38)
Dabei umfasst das Fluid das gesamte granulare Material bestehend aus festen und flüs-
sigen Anteilen. Die Verwendung von Randspannungen t entlang der gemeinsamen Flä-
che als Lagrange-Multiplikatoren zur Wichtung der Geometriebedingung führt zu einer
einheitenkonformen Formulierung der Kopplungsbedingung∫
P D
δtF · n (vF − vSt) · n dP D = 0 (5.39)
entsprechend einer Dirichlet-Randbedingung für das Fluid, welche in (5.20) eingebun-
den wird. Die Erfüllung des Kräftegleichgewichts entlang der Grenzfläche erfordert die
Transformation der Spannungen im Fluid aus der Momentankonfiguration in die Kon-
figuration der Struktur, welche bezüglich der Referenzkonfiguration beschrieben wird
tSt0 =
(
dΓC
dΓC0
)
tF . (5.40)
Die einheitenkonforme Formulierung nach Galerkin erfordert die Wichtung des Gleich-
gewichts (5.40) mit den virtuellen Geschwindigkeiten δv entlang der Grenzfläche
−
∫
P N
δvF tFdP
N +
∫
P N
δvSt
(
dΓC
dΓC0
tF
)
dP N = 0. (5.41)
Dabei entspricht der zweite Term in (5.41) einer Neumann-Randbedingung für die
Struktur.
Die Bestimmung von Geschwindigkeit und Spannung tangential zur Grenzfläche folgt
aus den gewählten Übergangsbedingungen. Neben den bereits eingeführten Übergangs-
bedingungen (5.38) und (5.40) ist eine weitere Bestimmungsgleichung erforderlich.
Haftrandbedingungen erfordern zusätzlich die Kontinuität der Geschwindigkeiten in
tangentialer Richtung s, welche mit den Spannungsfreiwerten in dieser Richtung ge-
wichtet werden∫
P D
δtF · n (vF − vSt) · s dP D = 0. (5.42)
Für reibungsbehaftete Ränder sind die tangentialen Geschwindigkeiten von Fluid und
Struktur entkoppelt. Somit ist eine zusätzliche Bestimmungsgleichung für die maximal
aufnehmbaren Spannungen notwendig, welche aus einem Zusammenhang zwischen
Normal- und Tangentialspannungen und dem Coulombschen Reibungsbeiwert µ folgen
tF · s = tF · n · µ . (5.43)
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Die Einführung einer Glättungsfunktion für den Übergang zwischen Haft- und Gleit-
randbedingungen zur Vermeidung numerischer Instabilitäten führt auf einen geschwin-
digkeitsabhängigen Reibungsbeiwert µ
µ = µ ·
(
1− e−α|vs|β
)
. (5.44)
Für große Tangentialgeschwindigkeiten zeigt µ eine gute Übereinstimmung mit dem
Gleitreibungskoeffizienten, während er für geringe Geschwindigkeiten stark abnimmt
und somit Haftrandbedingungen abbildet.
Netzbewegung
Die überlappungsfreie Kopplung der beiden Kontinua erfordert die Bewegung des
Fluidnetzes, wenn sich die Struktur bezüglich ihrer Ausgangskonfiguration verschiebt.
Die Raum-Zeit-Finite-Elemente Methode bildet das zeitlich veränderliche, räumliche
Gebiet ab. Der Einsatz isoparametrischer Elemente ermöglicht die Berücksichtigung
der Netzbewegung analog zu der in Abschnitt 5.3.1 beschriebenen ALE Betrachtung,
so daß die Beschreibung des Fluids weiterhin in der Momentankonfiguration erfolgt.
Die ausschließliche Verschiebung der Netzknoten entlang der Grenzfläche führt oft-
mals zu unzulässigen Netzverzerrungen. Daher erfolgt alternativ eine Bewegung des
gesamten Fluidnetzes. Dazu ersetzt eine Pseudo-Struktur wie bei Walhorn [100] das
Fluidnetz, wobei die Zuweisung der Steifigkeit zu jedem Pseudoelement umgekehrt
proportional zu seiner Größe erfolgt. Die Verschiebung jedes Netzknotens resultiert
aus der Verschiebung der elastischen Pseudo-Struktur infolge der aufgebrachten Rand-
verschiebungen. Die Lösung der erforderlichen Strukturaufgabe erfolgt getrennt am
Ende jedes Zeitschrittes unabhängig von der Lösung der Modellgleichungen innerhalb
des Fluidgebiets. Für große Strukturverformungen kann allerdings eine Neuvernetzung
unabdingbar sein.
Fluid
Struktur Pseudo-Strukur
Bild 5.7: Netzverformung und Pseudo-Struktur
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5.4.2 Fluid-Fluid-Kopplung
Während sich die Grenzfläche zwischen Fluid und Struktur nur moderat ändert und so-
mit explizit vorgegeben werden kann, treten im Zusammenhang mit Fluiden mit freien
Oberflächen große Gebietsänderungen auf. Stark verformbare, topologisch veränderli-
che Grenzflächen existieren beispielsweise zwischen zwei unmischbaren Fluiden, bei
Einschlüssen fremden Materials in ein umgebendes Gebiet und bei wandernden Fronten
chemischer Reaktionen. Ebenso kann die Lage der Oberfläche eines granularen Materi-
als zur umgebenden Luft beschrieben werden. Die Lage der Grenzfläche folgt aus dem
physikalischen Verhalten der angrenzenden Phasen und der Lösung der gekoppelten
Modellgleichungen.
Oberflächenbeschreibung
Für die Beschreibung zeitlich veränderlicher Gebiete existieren verschiedene Verfah-
ren, die sich in Grenzflächen- und Gebietsverfolgungsverfahren unterteilen. Der Vor-
teil der im weiteren verwendeten Gebietsverfolgungsverfahren liegt in der topologisch
eindeutigen Verknüpfung der Kontaktflächenpunkte zwischen angrenzenden Gebieten.
Man unterscheidet explizite und implizite Verfahren der Grenzflächenmodellierung. Im
Rahmen expliziter Verfahren ist es erforderlich, die Kontaktfläche geeignet zu approxi-
mieren und mit der Geschwindigkeit auf der Grenzfläche zu transportieren. Bei großen
Gebietsverschiebungen und topologischen Änderungen ist jedoch eine Neuvernetzung
erforderlich. Flexiblere, implizite Verfahren ermöglichen die Bestimmung der Lage der
Grenzfläche aus der Verteilung einer Hilfsgröße, welche eine eindeutige Zuordnung
der Raumpunkte zu einem Gebiet ermöglicht. Das in dieser Arbeit verwendete impli-
zite Verfahren nach Kölke [59] ist insbesondere bei randkonformer Formulierung sehr
effektiv.
a) b)
Bild 5.8: Explizite a) und implizite b) Grenzflächen
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Level-Set-Methode
Die Unterscheidung impliziter Verfahren erfolgt anhand der gewählten Hilfsgröße. So
führen Harlow und Welch [33] die partikelbasierte Marker-and-Cell-Methode ein. Die
Identifizierung der Teilgebiete folgt aus der Zuordnung von Punktpartikeln. Diese be-
wegen sich aus dem Ausgangszustand in Lagrangescher Betrachtungsweise durch das
umgebende Teilgebiet. Die Partikelverfolgung führt zu einer ungleichmäßigen räumli-
chen Verteilung der Markerpunkte und somit zu einer notwendigen Neuverteilung der
Punkte.
Die von Hirt und Nichols vorgestellte Volume-of-Fluid-Methode [36] umgeht diese
Problematik durch die Einführung einer skalaren Funktion Ψ, welche im gesamten
Berechnungsgebiet definiert ist. Im ersten Teilgebiet nimmt Ψ den Wert 1 an, wäh-
rend die Funktion im zweiten 0 ist. Die Funktion wird im Geschwindigkeitsfeld der
physikalischen Lösung der Modellgleichungen transportiert und markiert mit der Lage
des Sprungs die Grenzfläche. Die Unterscheidung der Teilgebiete ist ohne zusätzlichen
Aufwand möglich, jedoch aufgrund des numerisch schwierigen Transports der Sprung-
funktion netzabhängig und unscharf.
Zur Vermeidung von Verschmierungseffekten beim Transport der Sprungfunktion mo-
difizieren Osher und Sethian [72] die Hilfsgröße in eine kontinuierliche, stetige Funkti-
on Φ, die Level-Set-Funktion. Sie entspricht einer Abstandsfunktion jedes Raumpunk-
tes zur Grenzlinie und beschreibt somit die Lage der Diskontinuität als Nullisolinie.
Entsprechend des Vorzeichens der Level-Set-Funktion erfolgt die Zuordnung von Ma-
terialkennwerten zu bestimmten Raumpunkten. Die Bewegung der Level-Set-Funktion
folgt aus der Transportgleichung
Φ,t + v · ∇Φ = 0 , (5.45)
mit der Anfangsbedingung
Φ(t0)− Φ0 = 0 , (5.46)
welche die anfängliche Grenzflächenlage festlegt, und der Randbedingung
Φ− Φ¯ = 0 auf P für v · n < 0 (5.47)
für alle Einströmränder. Somit ist eine Information über die Level-Set-Funktion für al-
le in das Gebiet Ω eintretenden Punkte gewährleistet. Das Verfahren liefert die beste
Lösung bei einer mit der Abstandsform konsistenten Wahl der Anfangs- und Randbe-
dingungen. Die Raum-Zeit-Finite-Element-Formulierung der Level-Set-Gleichung für
63
die Raum-Zeit-Scheibe Qn = Ωt × In lautet nach Kölke [59] ∀δΦ∫
Qn
δΦ
(
∂Φ
∂t
+ v · ∇Φ
)
dQ (5.48a)
+
∫
Qn
δΦ(t+n )
(
Φ(t+n )− Φ(t−n )
)
dQ (b)
+
∑
e
∫
Qen
L(δΦ)κLL(Φ) dQ (c)
+
∫
PΦn
δΦ
1
ǫ
(Φ− Φ¯) dP . (d)
Dabei stellt (5.48a) die schwache Form der Transportgleichung (5.45) und (b) den
Sprungterm der diskontinuierlichen Galerkin-Formulierung zwischen den Zeitscheiben
dar. Zeile (c) gibt die erforderliche Stabilisierung analog zu Abschnitt Abschnitt 5.2.4
mit
L(Φ) = ∂Φ
∂t
+ v · ∇Φ (5.49)
an. Der Parameter κL wird aufgrund der advektiven Transportgleichung der Level-Set-
Funktion entsprechend Gleichung (5.29) bestimmt. Zeile (d) bindet die Integralformu-
lierung der Dirichlet-Randbedingung gewichtet mit dem Penalty-Faktor ǫ in die schwa-
che Formulierung ein.
Abbildung der Diskontinuität
An der Grenzfläche zwischen zwei Teilgebieten mit unterschiedlichen Modellgleichun-
gen können Diskontinuitäten in den Beschreibungsvariablen auftreten. Zur Darstel-
lung eines solchen Verlaufs und zur Verbesserung der Konvergenzeigenschaften der
Lösung findet im Folgenden das von Kölke [59] vorgestellte Verfahren Anwendung.
Aufgrund der stetigen, linearen Ansatzfunktionen im räumlichen Dreiknotenelement,
welches im Raum-Zeit-Gebiet ein Prisma aufspannt, ist zur Abbildung von Sprüngen
eine Anreicherung der Ansätze erforderlich. Mit Hilfe ausschließlich lokal definierter,
zusätzlicher Freiwerte werden im angereicherten Gebiet, siehe Bild 5.9, auf der Basis
des Partition-of-Unity-Konzeptes [7, 69] weitere Ansatzfunktionen gewählt. Die An-
satzfunktionen erfüllen die Bedingung, daß die Summe aller Ansätze in jedem Punkt
des Elements 1 sein muß, und nutzen Annahmen über den zu erwartenden Lösungs-
verlauf. So erfolgt die Abbildung lokaler C0 und C1-Unstetigkeiten durch die Wahl
geeigneter angereicherter Ansatzfunktionen auf Basis der Signum-Funktion der Level-
Set-Funktion, siehe [9].
Infolge des unstetigen Verlaufs innerhalb eines Elements führt die Integration der Mo-
dellgleichungen in schwacher Form (5.20) mit Hilfe der Gaußquadratur zu einer ver-
minderten Konvergenz des Verfahrens. Deshalb erfolgt entlang der Nullisolinie der
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Fluid 1
Fluid 2
Grenzfläche
Anreicherung
Bild 5.9: Lokale Anreicherung
Level-Set-Funktion eine Unterteilung der finiten Elemente in stückweise stetige Teil-
bereiche.
Die Entkopplung der Beschreibungsvariablen beiderseits der Unstetigkeitsstelle er-
fordert die Einbindung von Übergangsbedingungen entlang der Grenzfläche zur Ab-
bildung eines definierten Sprungs. Analog der Kopplung zwischen Fluid und Struk-
tur dienen die entlang der Grenzfläche eingeführten Oberflächenkräfte als Lagrange-
Multiplikatoren der Geometriebedingung entsprechend (5.39) mit vF1 = vF2 . Die
Übergangsbedingung der Spannung bedarf für die Mehrfluidmodellierung keiner
Transformation der Koordinaten zwischen verschiedenen Betrachtungsweisen, da die
Teilbereiche auf einem identischen Berechnungsgebiet definiert sind. Die Formu-
lierung erlaubt die Berücksichtigung der Oberflächenspannung als vorgegebene C0-
Unstetigkeit. Die Krümmung κ resultiert unmittelbar aus dem Verlauf der Nullisolinie
der Level-Set-Funktion.
5.5 Lösungsalgorithmus
Die Modellgleichungen für die Beschreibung des granularen Materials der vorangehen-
den Abschnitte werden für die Berechnung des Entleerungsvorganges von Silos und an-
derer randgekoppelter Anfangswertaufgaben zu einem Gleichungssystem zusammen-
gefaßt, welches in schwacher Form in Gleichung (5.50) dargestellt ist.
Dabei stellen die Zeilen (5.50a – c) die schwache Form der Impulsbilanz (5.13) mit
festen und flüssigen Spannungsanteilen des Materialmodells dar (4.10). Das Modell
ist somit in der Lage beliebige Materialmodelle der unabhängigen Phasen einzubinden
und im Gesamtsystem zu lösen. Die Bestimmung des Übergangsparameters ξ erfolgt
innerhalb eines Iterationsschrittes und hängt von den betrachteten Zustandsgrößen v
und T ab.
Zeile (d) stellt die schwache Form der Materialgleichung für den viskoplastischen Fest-
stoffanteil des Granulars dar. Sie ist unterteilt in hydrostatische und deviatorische An-
teile, so daß der Druck ebenfalls für die Beschreibung kompressibler Flüssigkeiten ver-
wendbar ist. Aufgrund des linearen Zusammenhangs von Dichte und Druck entspricht
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dieser Anteil der Massenbilanz, welche zusammen mit der Impulsbilanz für newton-
sche Fluide die Navier-Stokes-Gleichung bildet.
Die Sprungterme in den Zeilen (e – g) stellen die Übergangsbedingung zwischen den
diskontinuierlichen Zeitscheiben des Raum-Zeit-Gebietes dar. Die Zeilen (h) und (i)
beinhalten die Rand- und Kopplungsbedingungen zur umgebenden Struktur, welche
auf Dirichlet- und Neumannrand aufgebracht werden. Die letzte Zeile schließt dann die
Stabilisierung der Impulsbilanz in das Gesamtgleichungssystem ein.∫
Q
δv̺
(
∂v
∂t
+ v·gradv
)
dQ +
∫
Q
(div δv) p dQ (5.50a)
−
∫
Q
(div δv) ξ Φ1D dQ +
∫
Q
(div δv) (1− ξ) τ S dQ (b)
+
∫
P D
δv · t dP D +
∫
Q
δv · ̺b dQ (c)
+
∫
Q
δ p · [K−1 · p˙−Dvol] dQ+
∫
Q
δτS :
[
C−1 : τ˙S − (D−Dvp)
]
dQ (d)
+
∫
Ωn
δv(t+n ) · ̺
(
v(t+n )− v(t−n )
)
dΩ (e)
+
∫
Ωn
δp (t+n ) : K
−1 :
(
p (t+n )− p (t−n )
)
dΩ (f)
+
∫
Ωn
δτF (t+n ) : C
−1 :
(
τ
F (t+n )− τF (t−n )
)
dΩ (g)
+
∫
P N
δtF · n (vF − vSt) · n dP N (h)
−
∫
P N
δv · t dP +
∫
P D
δt · (v − v ) dP (i)
+
∑
e
∫
Qe
1
̺
L(δv, δT)κstab (L(δv, δT)− ̺b dQ = 0 (k)
∀δv, δtF , δp, δτF , δT
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*           =
KSt vSt p
St
B -B t 0
B
-B
Kt+
ξ ·KΦ1
Kx (1− ξ) ·Kx vF ̺g
KTx KK p 0
KTx KC τ
S εvp
Bild 5.10: Gekoppeltes Gleichungssystem
Das dargestellte Gleichungssystem gilt zunächst nur für die Berechnung der Bewegung
des granularen Materials. Für die Bestimmung des Entleerungsvorganges von Silos ist
weiterhin die Beschreibung der Silostruktur und der Kopplungsbedingungen notwen-
dig. Das gekoppelte Gleichungssystem ist in Bild 5.10 schematisch mit den Matrizen
KSt =
∫
AN
T
,x · E ·N dA B =
∫
AN
T ·N dA
KΦ1 = Φ1 ·
∫
AN
T
,x ·N,x dA Kt =
∫
AN
T ·N,t dA
Kx =
∫
AN
T
,x ·N dA KK =
∫
AN
T ·K−1 ·N,t dA
KC =
∫
AN
T ·C−1 ·N,t dA
(5.51)
dargestellt. Die monolithische Kopplung der Bestimmungsgleichungen für die Struktur
(St) und das Granular, bestehend aus flüssigem (F) und festem (S) Anteil, erfolgt
über die Nebenbedingung (5.38), welche keine Hauptdiagonaleinträge enthält und
somit die Gleichheit der Geschwindigkeiten entlang des Kopplungsrandes erzwingt.
Aus der Struktursteifigkeit KSt und den Lasten pSt folgen unmittelbar die Struktur-
geschwindigkeiten, während die Beschreibung des granularen Materials eine weitere
Kopplung zwischen den beiden auftretenden Phasen erfordert. Dabei wird die mit den
Geschwindigkeiten vF gewichtete Impulsbilanz analog zu Hübner [47] mit den Struk-
turgleichungen gekoppelt. Das bestehende Modell wird im Rahmen dieser Arbeit um
Kompressibilität und ein nichtlineares Materialmodell für den Feststoffanteil für das
Granular ergänzt. Für inkompressibles Materialverhalten mit K → ∞ reduziert sich
die Massenbilanz auf divv = 0 und die Kopplung zwischen den Feststoffspannungen
τ
S und den Geschwindigkeiten entfällt. Die MatrixC beschreibt den elastischen Anteil
des deviatorischen Materialverhaltens des Feststoffes, während die viskoplastischen
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Verzerrungen εvp in den Lastvektor einfließen.
Das Gesamtgleichungssystem beinhaltet somit die Beschreibung der einzelnen Ma-
terialien, eine Randkopplung zwischen Struktur und Granular sowie die Kopplung
zwischen fester und flüssiger Phase. Die Matrizen KK und KC dienen der Abbildung
der Kompressibilität, während die globale Wichtung der Spannungsanteile mit dem
Übergangsparameter ξ den Phasenübergang beschreibt.
Das so gewonnene Gleichungssystem für das granulare Material wird dann mit dem in
Bild 5.11 dargestellten Iterationsschema gelöst. Das Lösungsschema ist vereinfachend
ausschließlich für granulares Material dargestellt. Die Unterscheidung zwischen Struk-
tur und Fluid, die Abgrenzung mit Hilfe der Level-Set-Funktion zur umgebenden Luft
und reine Fließvorgänge ohne feste Materialbestandteile sind nicht abgebildet. Gesucht
sind die Zustandsgrößen im Berechnungsgebiet für die Geschwindigkeit vi, die Span-
nungen Ti und die Level-Set-Werte Φi aus den Größen im vorangehenden Zeitschritt
vi−1, Ti−1 und Φi−1 .
In jedem globalen Iterationsschritt k wird zunächst das Gleichungssystem zur Beschrei-
bung der Physik aufgebaut, welches dem in Bild 5.10 abgebildeten Diagramm ent-
spricht. Nachdem die Steifigkeitsmatrizen K für alle Elemente bestimmt sind, erfolgt
der Einbau von Rand- und Zwangsbedingungen und die Lösung des Gleichungssystems
sowie die Lösung der Level-Set-Gleichung.
Zur Erstellung der Elementsteifigkeitsmatrix K eines dem granularen Material zuge-
ordneten Elements erfolgt zunächst die knotenweise Bestimmung der Übergangsfunk-
tion ξ. Die Bestimmung erfolgt iterativ, da die sich mit dem neuberechneten ξ ergebende
Spannung wiederum Einfluß auf den Phasenübergang besitzt. Im Anschluß werden die
viskoplastischen Verzerrungsraten εvp ermittelt.
Die Matrizen Kt, Kx, KΦ1 , KK und KC werden mittels Gaußpunktintegration be-
stimmt, wobei zunächst alle internen Variablen am Gaußpunkt ermittelt werden. Die
raumzeitlichen Sprungterme sowie die Berücksichtigung räumlicher Diskontinuitä-
ten vervollständigen das Gleichungssystem für das diskontinuierliche Galerkin-Finite-
Element-Methode.
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Schleife über alle Zeitscheiben In
v−i = v
+
i−1 T
−
i = T
+
i−1 Φ
−
i = Φ
+
i−1
Globale Iteration der Bestimmungsgleichungen für k < kmax
Schleife über alle Elemente zur Lösung der Physik Gl. (5.20)
• ti = ti−1 +∆t , vk = vk−1 , Tk = Tk−1 , Φk = Φk−1
• Elementunterteilung für Anreicherung nach Abschnitt 5.4.2
• Stabilisierungsparameter κC in Elementmitte Gl. (5.29)
Schleife über alle Elementknoten für Übergangsfunktion ξˆk
• τF = Φ1(εk−1) ·Dk−1 , τ S = τ Sk−1 (2.2)
• Tges = ξˆk−1 τF + (1− ξˆk−1) τ S Gl. (4.10)
• Iterative Bestimmung von ξˆk(D) und Tges
Schleife über alle Elementknoten für Verzerrungsraten ε˙vp
• Berücksichtigung des konvektiven Anteils der Zeitableitung
nach Abschnitt 5.3.3
Schleife über alle Gaußpunkte in Raum und Zeit
• Bestimmung Level-Set-Wert Φ, Übergangsfunktion ξ = Ni · ξˆ
• Bestimmung Viskosität Φ1(Dk−1) Gl. (2.14)
• Elementsteifigkeitsmatrix Kele = (1− ξ)KS + ξKF
• Aufbau Lastvektor ̺ · g und εvp
• Stabilisierung
• Addition des raumzeitlichen Sprungterms Gl. (5.26)
• Berücksichtigung räumlicher Diskontinuitäten Abschnitt 5.4.2
• Einbau von Rand- und Zwangsbedingungen, Einwirkungen und Interfaces
• Lösen des Gesamtgleichungssystems (5.50)
• Lösung Level-Set-Gleichung Gl. (5.48)
• Netzbewegung nach Abschnitt 5.4.1
• Konvergenzabfrage |∆v|
|v|
≤ ǫzul , |∆p||p| ≤ ǫzul , |∆t||t| ≤ ǫzul
Bild 5.11: Lösungsschema der Randwertaufgabe
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6 Anwendungsbeispiele
Im folgenden Kapitel veranschaulichen zunächst einige Beispiele das in Kapitel 5 vor-
gestellte numerische Lösungsverfahren für die Modellierung eines Feststoffes in Eu-
lerscher Betrachtungsweise. Anschließend folgt an einigen numerischen Strukturana-
lysen eine Validierung des entwickelten Materialmodells und eine Bewertung des Pha-
senübergangs. Die ermittelten Modellparameter und das numerische Verfahren finden
schließlich Anwendung in der Simulation einer Hangrutschung, dem Vergleich mit ex-
perimentellen Ergebnissen und der Erweiterung auf komplexe Geometrien.
6.1 Stoßwellenausbreitung in einem Dehnstab
Das erste Beispiel stellt die Wellenausbreitung in einem Dehnstab dar, um das nume-
rische Näherungsverfahren anhand analytisch ermittelter Lösungen zu überprüfen. Das
dargestellte Wellenausbreitungsphänomen zeigt den Einfluß der verwendeten Konvek-
tionsstabilisierung sowie die mögliche Modellierung viskoplastischen Materialverhal-
tens in Eulerscher Betrachtungsweise.
6.1.1 Elastischer Dehnstab
Zunächst folgt die Darstellung der Ergebnisse der Modellgleichungen (5.15) und (5.20)
für einen linear-elastischen Dehnstab, um die Konvergenzeigenschaften des numeri-
schen Verfahrens aufzuzeigen. Die Randbedingungen der verwendeten Scheibenele-
mente sind so gewählt, daß sie für eine Querdehnung von ν = 0 eindimensionalen
Dehnstabelementen entsprechen. Am linken Ende des in Bild 6.1 dargestellten Gebie-
tes wird über den Zeitraum von 1·10−3 s eine konstante Last px aufgebracht.
h
l
px=8·105 kN/m vy=0 p
px
ttp
l = 1,0 m
̺ = 2,0 · 103 kg /m3
E = 8,0 · 107 N/m2
c =
√
E/̺ = 200 m/s
tp = 1,0 · 10−3 s
Bild 6.1: System und Materialwerte für die Wellenausbreitung im elastischen Stab
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Bild 6.2: Wellenausbreitung im Dehnstab
Anschließend wandert die Druckwelle mit der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit c
c =
√
E/̺ = 200m/s (6.1)
durch den Dehnstab wie Bild 6.2 für eine Berechnung mit 500 Elementen und einer
Zeitschrittweite von 1,0·10−6 s zeigt. Insbesondere im rechten Diagramm, welches die
Geschwindigkeitsverteilung im Dehnstab für verschiedene Zeitpunkte darstellt, wird
deutlich, wie die Welle am rechten Rand reflektiert wird und unverändert zurückwan-
dert. Die dargestellte Materialgeschwindigkeit folgt aus der Belastung des Dehnstabes
zu vx = px · c/E.
Bild 6.3 zeigt die Verteilung der Längsspannung Txx in horizontaler Richtung
nach 2·10−3 s für unterschiedliche Diskretisierungen bei einer Zeitschrittweite von
1,0·10−6 s und einem Stabilisierungfaktor fτ = 1, welcher den in (5.29) eingeführ-
ten Stabilisierungsparameter wichtet. Insbesondere für geringe Auflösungen mit we-
niger als 100 Elementen zeigt die Lösung große Oszillationen. Das rechte Diagramm
stellt einen Ausschnitt des linken dar, um die unphysikalischen Lösungsverläufe zu
verdeutlichen. Neben der räumlichen und zeitlichen Diskretisierung ist der Lösungsver-
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Bild 6.3: Spannungsverlauf zum Zeitpunkt 2·10−3 s für verschiedene Auflösungen
lauf weiterhin von der Größe der verwendeten Stabilisierung abhängig. Bild 6.4 zeigt
einen Ausschnitt der Spannungsverteilung zum Zeitpunkt t = 2·10−3 s für verschiedene
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Stabilisierungsfaktoren fτ . Eine sehr geringe Stabilisierung der Impulsbilanz führt für
die Wellenausbreitung zu einem oszillierenden Lösungsverlauf, während eine zu große
Stabilisierung das Ergebnis verfälscht. Die Galerkin/Least-Squares-Stabilisierung ent-
spricht einer zusätzlichen Viskosität, welche in das System eingebracht wird. Daher
bewirkt eine große Stabilisierung eine unphysikalische Diffusion, welche eine Vermin-
derung des Druckgradienten zur Folge hat.
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Bild 6.4: Konvergenz in Abhängigkeit von der Druckstabilisierung
Das rechte Diagramm in Bild 6.4 zeigt die räumliche Konvergenz der Lösung für einen
Zeitschritt von ∆t = 1,0·10−6 s und für einen Stabilisierungsfaktor fτ = 1.
6.1.2 Viskoplastischer Dehnstab
Im Folgenden ersetzt ein viskoplastisches Material den elastischen Festkörper aus dem
vorangegangenen Abschnitt. Zur Veranschaulichung des volumenkonstanten, viskopla-
stischen Fließens wird die Länge des Berechnungsgebiets auf 2,0 m erhöht.
Berechnungsgebiet
A B A Ba
Bild 6.5: Betrachtetes Material im Berechnungsgebiet
Bild 6.5 zeigt die Verformung des langen Dehnstabs und das betrachtete Berechnungs-
gebiet. Das betrachtete Gebiet bleibt während der gesamten Berechnung aufgrund der
Eulerschen Betrachtungsweise konstant. Anfangs befindet sich ausschließlich Material
B innerhalb des betrachteten Gebiets und folgt den Bestimmungsgleichungen. Auf-
grund der Belastung und einer Geschwindigkeit ungleich Null am Belastungsrand ver-
formt sich der Dehnstab und neues Material, gekennzeichnet mit a, fließt in das Gebiet.
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Dieses besitzt zunächst keine Verformungsgeschichte und erfährt erst innerhalb des Ge-
bietes eine Verzerrung.
Bild 6.6 zeigt die Wellenausbreitung im betrachteten Gebiet für ein viskoplastisches
Material mit einer Fließzahl γ = 10 und der Fließspannung Tf = 4,0·105 N/m2. Das lin-
ke Bild stellt die Wellenausbreitung unter Berücksichtigung plastischen Fließens dar.
Es ist ersichtlich, daß die Hauptnormalspannung des Materials gegen den Wert Tf kon-
vergiert, da die Randbedingungen kein Fließen orthogonal zur Stablängsachse erlauben.
Der Wert der Spannung an der Wellenfront ist stets geringer als am Ende der Druck-
welle, da das dort befindliche Material bereits mehr Zeit zum plastischen Fließen hatte.
Weiterhin steigt die Spannung im Nachlauf der Druckwelle an, wenn das plastische
Fließen in alle Richtungen erfolgt. Vor der Druckwelle ist keine signifikante Span-
nungsänderung zu beobachten, da die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit die Ge-
schwindigkeit des Fließens übersteigt. Nach dem Erreichen der Fließspannung bewegt
sich das Material mit konstanter Geschwindigkeit weiter und erreicht nach 10·10−3 s
den eingespannten Rand. Dort wird die Druckwelle reflektiert, so daß die Spannung bis
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Bild 6.6: Wellenausbreitung in einem viskoplastischen Dehnstab
zum Doppelten des ursprünglichen Wertes steigt. Deshalb beginnt in diesem Bereich
das Material erneut zu fließen und die zurücklaufende Welle erreicht nach der Reflexi-
on einen niedrigeren Wert, wie im rechten Bild dargestellt ist. Die weitere Bewegung
erfolgt wie in einem elastischen Festkörper, da die Spannung nun unter der Fließspan-
nung Tf liegt.
6.1.3 Dehnstab mit zwei Materialien
Das Beispiel eines elastischen Dehnstabes mit einem Wechsel im Material bei x = 0,5 m
ist in Bild 6.7 dargestellt. Das Gebiet ist in 2000 regelmäßige Dreieckelemente unterteilt
und die Zuweisung der Materialwerte erfolgt mit Hilfe der Level-Set-Methode. Die Be-
lastung px erfolgt am linken Stabende über einen Zeitraum von t = 1·10−3 s. Die Druck-
welle erreicht mit der Wellengeschwindigkeit c1 = 200 m/s in Gebiet I nach 2,5·10−3 s
74
l1 l2
I II
p=8·105 kN/m
x
l1 = 0,5 m
l2 = 2,0 m
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E2 = 9,0 · 107 N/m2
Bild 6.7: Abmessungen und Materialeigenschaften des Dehnstabes
die Grenzfläche, an der teilweise eine Reflexion und zum Teil eine weitere Ausbreitung
in Gebiet II erfolgt. Die Aufteilung der Druckwelle in die beiden resultierenden Wellen
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Bild 6.8: Wellenausbreitung im elastischen Dehnstab mit zwei Materialien
folgt aus den materialspezifischen Modellparametern und den Übergangsbedingungen,
welche für x = l1
vI + vIrefl = v
II (6.2)
für die Geometriebedingung und
T Ixx + T
I
xxrefl = T
II
xx (6.3)
für die Erfüllung der Impulsbilanz lauten. Die in Bild 6.8 dargestellte zeitliche Entwick-
lung der Materialspannung Txx und der zugehörigen Materialgeschwindigkeit vx zeigen
zunächst die Wellenausbreitung bis zum Erreichen der Grenzfläche. Aufgrund des hö-
heren Elastizitätsmoduls in Gebiet II erfolgt die Wellenausbreitung im rechten Teilge-
biet schneller und die Wellenlänge steigt proportional. Die reflektierte Welle in Gebiet I
besitzt die gleiche Wellenlänge wie die aufgebrachte Belastung. Die Materialbewegung
erfolgt entgegen der positiven x-Achse. Die Materialgeschwindigkeit wird daher in den
Diagrammen negativ dargestellt. Der verwendete Korrekturfaktor für die Konvektions-
stabilisierung von fτ = 1, 0 ·10−3 führt insbesondere für große Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten zu einer diffusen Ausbreitung der Welle. Im Bereich der Grenzfläche und des
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Einströmrandes treten infolge der erzwungenen Spannungs- und Geschwindigkeitsgra-
dienten Oszillationen auf. Eine Vergrößerung der Konvektionsstabilisierung vermindert
diese auftretenden Oszillationen, vergrößert jedoch die Diffusion.
Das Beispiel zeigt, daß eine Unterteilung des Berechnungsgebietes in Bereiche mit
unterschiedlichen Materialeigenschaften mit Hilfe der verwendeten numerischen Me-
thoden möglich ist und daß die Übergangsbedingungen entlang der Grenzfläche erfüllt
werden.
6.2 Reibungseinflüsse in quasi-statischem Schüttkegel
Das folgende Beispiel zeigt die Begrenztheit einer reinen Fluidformulierung und die
Vorteile des vorgestellten Mehrphasenmaterialmodells. Neben der Darstellung des
schnellen Fließens granularer Materialien ist die Beschreibung des quasi-statischen Zu-
standes von Bedeutung. Hierzu wird exemplarisch ein Schüttkegel betrachtet. Aufgrund
des ebenen Berechnungsgebietes und unter Berücksichtigung der Symmetrie erfolgt
ausschließlich die Berechnung des linken Abschnittes des in Bild 6.9 dargestellten Sy-
stems. Das graumarkierte Granular wird zunächst als Binghamsche Flüssigkeit model-
h 1
h 2
b
p=0
α
̺1, η1
̺2, η2, ϕ
b = 5,0 m
h1 = 3,0 m
h2 = 5,0 m
̺1 = 1,0 kg/m3
η1 = 10 Ns/m2
̺2 = 0,01 kg/m3
η2 = 1000 Ns/m2
α = 27◦
Bild 6.9: Systemskizze
liert, um erste Aussagen über das Spannungs- und Deformationsverhalten zu erhalten.
Anschließend folgt eine Berechnung mit dem in Kapitel 4 vorgestellten Mehrphasen-
modell. Sowohl das graumarkierte Granular als auch die darüberbefindliche Luft wer-
den als Binghamsche Flüssigkeiten modelliert, um eine einheitliche numerische Be-
handlung zu ermöglichen. Die Diskretisierung erfolgt mit 2880 regelmäßig angeordne-
ten Dreieckelementen. Die Unterscheidung zwischen den Gebieten der beiden Phasen
erfolgt mit der Zuweisung der Modellparameter anhand des Vorzeichens der Level-
Set-Funktion. Die Werte der skalaren Level-Set-Funktion entsprechen zu Beginn der
Berechnung dem senkrechten Abstand auf die vorgegebene Oberfläche. Eine Verwen-
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dung der vertikalen Abstände als Anfangswerte führt ebenfalls auf gute Ergebnisse,
kann jedoch bei ungenügender Diskretisierung zu kleinen Abweichungen führen.
Für die weiteren Beispiele ist die Anfangshangneigung α stets 27◦. Dieser Wert ermög-
licht die Untersuchung des Ruhezustandes für realitätsnahe Reibungswinkel.
6.2.1 Fließverhalten mit reiner Fluidformulierung
Zur Untersuchung des Einflusses der inneren Reibung auf die Spannung und somit
das Fließverhalten des granularen Materials wird zur Vereinfachung eine Binghamsche
Flüssigkeit betrachtet. Die verwendeten Modellparameter, welche in Bild 6.9 aufgeli-
stet sind, entsprechen in ihrer Größenordnung den Werten von Luft und granularem
Material. Die für die Bewegung des Granulars unwesentliche Luft erhält Materialkenn-
werte, welche den Widerstand begrenzen und keine zusätzliche Stabilisierung der Mo-
dellgleichung erfordern. Die Viskosität der Luft resultiert aus einem für beide Phasen
konstanten Verhältnis von Dichte zu Viskosität, wodurch eine einheitliche Stabilisie-
rung der Berechnungsgebiete erfolgen kann. Somit bestimmt das Granular vorrangig
das Strömungsverhalten des Gesamtsystems. Die Dichte ̺1 entspricht der Dichte von
Wasser, da das Verhalten granularen Materials zunächst nur näherungsweise beschrie-
ben werden soll. Dem granularen Material wird neben Dichte und Viskosität ein varia-
bler Reibungswinkel ϕ und ein zugehöriger Regularisierungsparameter ǫ zugewiesen.
Zunächst variiert der Reibungswinkel von 10◦ bis 40◦ bei einem konstanten Regula-
risierungsparameter von ǫ = 10−8. Die Lage der Oberfläche nach 10 s bei einer Zeit-
schrittweite von 0,01 s ist in Bild 6.10 dargestellt. Zu diesem Zeitpunkt befindet sich
das System in einem nahezu stationären Zustand. Es ist zu erkennen, daß die mittle-
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Bild 6.10: Lage der Oberfläche nach t = 10 s für verschiedene Reibungswinkel
re Neigung der Oberfläche unmittelbar vom gewählten Reibungswinkel abhängt. Au-
ßerdem ist bereits ersichtlich, daß auch für ϕ > α eine Bewegung aus der anfängli-
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chen Ruhelage erfolgt, obwohl das granulare Material unter statischen Bedingungen
nicht abrutschen kann. Die zeitliche Veränderung des mittleren Hangneigungswinkels
für verschiedene Reibungswinkel wird in Bild 6.11 dargestellt. Für ein rein laminares
Fluid mit ϕ = 0 fließt das Material in die ebene Gleichgewichtslage, wo es aufgrund
viskoser Dämpfung η2 zur Ruhe kommt. Die Viskosität ist über den gesamten Zeitraum
konstant.
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Bild 6.11: Mittlerer Hangneigungswinkel
Reibungsbehaftete Fluide haben eine ratenabhängige Viskosität. Für innere Reibungs-
winkel, welche kleiner sind als die Anfangsneigung, sind zunächst die inneren Scher-
kräfte geringer als für den Gleichgewichtszustand erforderlich. Das Material beginnt zu
fließen. Zunächst beherrschen die Ungleichgewichtskräfte das Fließverhalten und der
Neigungswinkel des Hanges nähert sich schnell dem inneren Reibungswinkel. Bei Er-
reichen dieser Lage beendet das Material in der Realität die Bewegung, fließt in der Si-
mulation jedoch weiter. Die Bewegung setzt sich unbegrenzt fort, wenn die Scherspan-
nung aufgrund der Ratenformulierung mit einer endlichen Viskosität nie den Gleich-
gewichtszustand erfüllen kann. Selbst für nahezu verschwindende Scherraten ist eine
Bewegung möglich, wenn die Viskosität den Wert
Φ1 =
Tf
ǫ
(6.4)
annimmt. Die endliche Viskosität Φ1 bewirkt weiterhin eine Bewegung des granularen
Materials für Reibungswinkel ϕ > α. Trotz des möglichen Gleichgewichtszustandes
in der Ausgangslage mit Scherkräften, welche unterhalb der Fließgrenze Tf liegen, be-
ginnt das Material zu fließen. Mit der auftretenden Geschwindigkeit vermindert sich
wiederum die Viskosität und der Hang rutscht langsam ab.
Der Beginn der Bewegung wird weiterhin von den Anfangsbedingungen und der Dis-
kretisierung beeinflußt. Ohne Vorgabe eines anfänglichen Druckfeldes, verhält sich das
Material im ersten Berechnungssschritt wie eine newtonsche Flüssigkeit, da Tf =
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p · sinϕ = 0. Aufgrund der daraus folgenden Geschwindigkeit ist kein Gleichge-
wicht möglich. Weiterhin führt eine große Zeitschrittweite zu einer Verstärkung des
Einflusses des ersten Berechnungsschrittes und somit zu einer Vergrößerung der Scher-
geschwindigkeit. Besondere Bedeutung besitzt der Regularisierungsparameter, der die
Viskosität auf einen endlichen Wert beschränkt.
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Bild 6.12: Räumliche Konvergenz und Einfluß ε für ϕ = 40◦
Bild 6.12 zeigt das Konvergenzverhalten bei Veränderung der räumlichen Auflösung
für verschiedene Parameter ǫ. Der relative Fehler folgt aus der integrierten Differenz
der berechneten Oberflächenlage ynum(x) und der Ausgangslage yref(x) zu
rel. Fehler =
∫ b
0 (ynum(x)− yref (x))2 dx∫ b
0 (yref (x))
2
dx
. (6.5)
Für Materialien mit einem Reibungswinkel von ϕ = 40◦ ist die Ausgangslage identisch
mit der exakten Position zu allen Zeitpunkten, da keine Bewegung auftreten sollte.
Bild 6.12 verdeutlicht, daß das Verfahren unabhängig von der Größe des Parameters
gute Konvergenzeigenschafen besitzt. Andererseits steigt der Fehler bei einer Vergrö-
ßerung der Regularisierung von ǫ = 10−8 auf ǫ = 10−4 um eine Größenordnung.
Eine weitere Verkleinerung des Regularisierungsparameters führt jedoch nur zu einer
geringfügigen Verbesserung der Ergebnisse, da die Ersatzviskosität Φ1 die Größenord-
nung der Rechnergenauigkeit erreicht.
Die numerisch instabile Simulation des Ruhezustandes des granularen Materials stellt
die größte Einschränkung der vorgestellten Modellierung als Fluid dar. Daher wird in
dieser Arbeit der nachfolgende, erweiterte Ansatz verwendet.
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6.2.2 Verwendung des Materialmodells mit Phasenübergang
Die Verwendung einer gemischten Formulierung ermöglicht die Simulation des stati-
schen Ruhezustandes ebenso wie der Fließbewegung, welche bei Überschreitung des
maximalen Hangneigungswinkels auftritt. Neben den bereits im vorangegangenen Ab-
schnitt verwendeten Parametern werden die dem Feststoffmodell zugeordneten Werte
E = 960 MN/m2 und γ = 10−5 gesetzt. Die Wahl des Elastizitätsmoduls erfolgt aufgrund
der sonst beginnenden Setzung und der daraus resultierenden Oberflächenverschiebung,
welche Vergleiche zwischen verschiedenen Modellparametern verhindert. Zu Beginn
der Simulation befindet sich das Material im Gleichgewicht, und die Scherspannungen
folgen aus dem Hangneigungswinkel, so daß die Übergangsfunktion ξ aus Gleichung
(4.12) den Wert Null annimmt. Der Verlauf der Spannungstrajektorien sowie die Lage
der Oberfläche und die Größe des hydrostatischen Drucks sind in Bild 6.13 dargestellt.
 0,0
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 2,8
 4,2
 5,6
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[104 kN/m2]
Bild 6.13: Spannungstrajektorien und Druck zu Beginn der Berechnung
Bild 6.14 zeigt den zeitlichen Verlauf des mittleren Oberflächenwinkels α für verschie-
dene Haftreibungswinkel ϕh und die zugehörigen Lagen der Oberfläche zum Zeitpunkt
t = 3 s. Für einen dem Feststoffverhalten zugeordneten Reibungswinkel, welcher grö-
ßer als die anfängliche Hangneigung ist, bleibt das granulare Material im statischen
Gleichgewicht. Somit bleibt der Winkel α konstant. Für kleinere Reibungswinkel be-
ginnt das Material zunächst zu fließen und der Hangneigungswinkel verringert sich
langsam. Nach Erreichen eines Zustandes, der durch ξ = 1, 0 im gesamten Gebiet ge-
kennzeichnet ist, folgt eine schnelle Bewegung.
Die Verteilung des Übergangskoeffizienten ξ in Bild 6.15 verdeutlicht die zeitliche Ent-
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Bild 6.14: Lage der Oberfläche nach t=0,5s für verschiedene Reibungswinkel
wicklung des Fließens und das Erreichen der Ruhelage für ϕh = 15◦. Zunächst ist das
Material fest und fließt dann vollständig. Lediglich in der der Strömung abgewandten
Ecke unterschreitet die Scherspannung das Fließkriterium und das Materialverhalten
folgt dem Feststoffmodell. Nachdem die mittlere Oberflächenneigung die Größe des
inneren Reibungswinkels erreicht hat, verringert sich die Geschwindigkeit und das Ma-
ξ = 0, 0
ξ = 1, 0
(a) t = 0 s (b) t = 1 s (c) t = 8 s
Bild 6.15: Verteilung der Übergangsfunktion ξ zu verschiedenen Zeitpunkten
terial erreicht das statische Gleichgewicht. Infolgedessen fällt der Übergangskoeffizi-
ent nach einer Zeit von t = 3 s ab und ausschließlich das Material unmittelbar an der
Oberfläche fließt noch etwas, siehe Bild 6.15(c). In Bild 6.15 sind lediglich Werte für
den Übergangskoeffizienten ξ von 0,0 und 0,1 dargestellt, da der Phasenübergang sehr
schnell stattfindet und somit nur in wenigen Zeitschritten sowohl feste als auch flüssige
Materialeigenschaften auftreten.
Insbesondere die Möglichkeit der Modellierung des statischen Gleichgewichts mit end-
lichen Scherkräften stellt einen wesentlichen Vorteil der gemischten Materialformulie-
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rung gegenüber der reinen Fluidformulierung dar. Die freie Bewegung der Oberfläche
und die stationäre Lösung nach etwa 3 s zeigt weiterhin die Fähigkeit des Modells, feste
und flüssige Zustände sowie deren Übergang abzubilden.
6.3 Hangrutschung
Aufgrund des großen Gefahrenpotentials von Hangrutschungen und Lawinen sind Vor-
aussagen über die Wahrscheinlichkeit des Auftretens sowie die Masse und Geschwin-
digkeit des fließenden Materials erwünscht. Einige Autoren [77, 84] behandeln das
Granular als Flüssigkeit, da große Entfernungen mit hoher Geschwindigkeit zurückge-
legt werden. Hierfür existiert eine große Anzahl experimenteller Ergebnisse [3, 23, 49].
Das Mehrphasenmodell erlaubt zusätzlich die Bestimmung der inneren Kräfte und des
Geschwindigkeitsprofils sowie die Darstellung des ruhenden Materials.
6.3.1 Anpassung der Modellparameter an experimentelle Ergebnisse
Im Folgenden zeigt die Simulation einer Hangrutschung auf einer rauhen Ebene die
Fähigkeit des vorgestellten Modells, Versuchsergebnisse abzubilden. Sowohl Darstel-
lungsweise als auch Ergebnisse sind dem Artikel von Savage [84] entnommen, welcher
auf Huber [40] Bezug nimmt und das tiefengemittelte Savage-Hutter-Modell verwen-
det.
Zu Beginn des Experiments steht das granulare Material hinter einer Absperrung in
Ruhe auf der um 32◦geneigten, rauhen Ebene. Zum Zeitpunkt t = 0 wird die Absper-
rung entfernt, und das Material beginnt sich zu bewegen. Der Versuchsaufsbau wird
mit Hilfe der in (5.9) und (5.13) dargestellten Modellgleichungen unter Verwendung
des Materialmodells (4.10) für das in Bild 6.16 dargestellte Berechnungsgebiet simu-
liert. Das Finite-Elemente-Netz ist in 7919 regelmäßige Dreieckelemente unterteilt. Die
hohe Auflösung erlaubt die Abbildung dünner Schichten granularen Materials, wie sie
im Verlauf der Hangrutschung auftreten. Die Abgrenzung des Granulars von der umge-
benden Luft erfolgt mit der Level-Set-Methode. Die Lage des granularen Materials zu
Beginn der Berechnung ist grau dargestellt.
Die luftbegrenzten Ränder sind frei, so daß sich die Luft ungehindert bewegen kann
und die Bewegung des Granulars nicht beeinflußt. Die Bodenreibung zwischen Granu-
lar und rauhem Untergrund wird mittels eines reibungsbehafteten Kopplungselementes
zwischen Fluidgebiet und einer darunterbefindlichen Struktur entsprechend Abschnitt
5.4.1 simuliert. Eine direkte Kopplung zwischen den Normal- und Scherspannungen als
Zwangsbedingung ist aufgrund der Formulierung ohne Scherspannungsfreiwerte nicht
möglich.
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Bild 6.16: Systemskizze der Hangrutschung
Die Ausbreitung des Materials erfolgt im Experiment sehr schnell. Nach 0,4 s hat sich
eine dünne, lange Schicht von 1-2 Korndurchmessern Dicke gebildet, welche sich na-
hezu unverändert fortbewegt. Bildaufnahmen, welche im Abstand von 0,12 s entstehen,
zeigen die Form und Lage des Material. Bild 6.17 zeigt die Ergebnisse der Berechnung
mit einer Zeitschrittweite von ∆t = 0,2 ms, einem Reibungswinkel ϕh =ϕg = 30 ◦ und
einem Reibungsbeiwert zwischen Untergrund und Fluid von µ= 0,3. Zum Zeitpunkt
t = 0 s weist das granulare Material eine hohe Hangneigung auf, welche sich im weiteren
vermindert. Das Material breitet sich wie im Experiment aus, da die Lawinenfront eine
größere Geschwindigkeit aufweist als die Rückseite. Die Rückseite, welche anfangs ei-
ne geringer Hangneigung aufweist, ist aufgrund der zunächst geringeren Schichtdicke
stärker durch die Bodenreibung beeinflußt. Die Simulation erfolgt nur bis zum Zeit-
punkt t = 0,4 s, da anschließend aufgrund der geringen Schichtdicke kein Vergleich mit
den experimentellen Ergebnissen möglich ist.
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Bild 6.17: Bewegung des Granulars an einem Hang
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Bild 6.18: Dimensionslose Lage und Länge des Materials
Bild 6.18 faßt die Ergebnisse für verschiedene Modellparameter zusammen. Das linke
Bild zeigt die zeitliche Entwicklung der Lawinenfront und der Lawinenrückseite im
Vergleich zu den experimentellen Ergebnissen. Die Lage ist hierbei analog zu [84] mit
der Ausgangslänge l0 normiert. Die Ergebnisse für die Lawinenfront zeigen eine sehr
gute Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen, während die Rückseite des Ma-
terials eine zu hohe Geschwindigkeit aufweist. Die Abweichung folgt aus dem zu ge-
ringen Einfluß der Bodenreibung für die gewählte Diskretisierung und dem geschwin-
digkeitsabhängigen Reibungsbeiwert aus Gleichung (5.44). Desweiteren ist die zeitlich
veränderliche Lage der Rückseite kaum mit experimentellen Ergebnissen vergleich-
bar, da keine exakte Definition der zusammenhängenden Hangrutschung existiert. Im
Versuch verursachen aufgrund der Haftreibung liegenbleibende Einzelnkörner entlang
der gesamten Länge eine konstanten Anfangspunkt der Lawine. Weiterhin weist die
numerische Lösung keine unphysikalischen Verläufe mit hangaufwärtsgerichteter Ge-
schwindigkeit auf, wie Savage sie für eine Beschreibung in Eulerscher Betrachtungs-
weise findet.
Das Bild 6.18 verdeutlicht weiterhin den Einfluß der inneren Reibung ϕ und der Bo-
denreibung δ auf das Fließprofil. Die Lawinenspitze bewegt sich schneller für geringe
Reibungsbeiwerte, wobei die innere Reibung einen größeren Einfluß aufweist.
Das rechte Diagramm in Bild 6.18 zeigt die Länge der Lawine über die Zeit in doppelt-
logarithmischer Darstellung. Das Bild verdeutlicht den schnellen Anstieg der Länge zu
Beginn des Fließvorgangs und die asymptotische Entwicklung im weiteren Verlauf.
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6.3.2 Umströmung eines Hindernisses
Nach der Validierung des Modells anhand von Versuchssimulationen folgt die Be-
rechnung komplexer Geometrien. Die Vergrößerung des Berechnungsgebietes, siehe
Bild 6.19, und die Einbindung eines Hindernisses erlauben die Untersuchung des Ein-
flusses der Untergrundgeometrie auf das Fließverhalten. Ebenso wie der ebene, rauhe
Hindernis
l0
lblges
h b
β
hb1 = 0,06 m
hb2 = 0,03 m
l0 = 0,6 m
lb1 = 0,08 m
lb2 = 0,06 m
lges = 1,6 m
β = 58◦
Bild 6.19: Systemskizze der Hangrutschung mit Hindernis
Untergrund wird auch das Hindernis als Teil der Struktur modelliert und steht aus-
schließlich über Kopplungselemente mit dem Granular in Wechselwirkung. Bild 6.20
zeigt das Finite-Elemente-Netz des Berechnungsgebietes im Bereich des Hindernisses
für die beiden untersuchten Hindernisgeometrien.
lb1
h b
1
lb2
h b
2
Bild 6.20: Finite-Elemente-Netz im Bereich des Hindernisses
Modellparameter und Anfangszustand stimmen mit der vorangegangenen Simulation
überein, so daß die Hangrutschung bis zum Erreichen des Hindernisses nach t = 0,3 s
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identisch verläuft. Bild 6.21 zeigt den weiteren Verlauf der Hangrutschung für die bei-
den untersuchten Geometrien. Aufgrund der geringen Höhe des niedrigeren, rechten
Hindernisses überfließt das granulare Material diese Stelle nahezu ungehindert und nur
ein geringer Anteil des Materials erreicht den Ruhezustand. Im Gegensatz dazu bewirkt
das höhere Hindernis ein deutliche Bremsung der Bewegung. Etwa die Hälfte des Gra-
nulars kommt oberhalb der Barriere vollständig zu Ruhe, während das restliche Ma-
terial mit geringerer Geschwindigkeit weiterfließt. Hinter dem Hindernis erreicht das
Material in beiden Fällen einen quasi-statischen Zustand mit konstanter Höhe der La-
wine und jeweils nahezu konstanter Geschwindigkeit, welche abhängig von der Menge
des weiterfließenden Materials ist.
Das Beispiel zeigt, daß die verwendete Methode in der Lage ist, auch komplexe Geo-
metrien und Anwendungen zu simulieren und zeigt weitere Möglichkeiten, das Modell
zur Vorhersage bestimmter Aspekte granularer Strömungen zu nutzen.
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Bild 6.21: Bewegung des Granulars an einem Hang mit verschiedenen Hindernissen
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7 Strukturanalyse von Silos
Ziele der Arbeit sind die numerische Simulation des Entleerungsvorganges von Silos
und der damit verbundenen geometrischen und materiellen Einflüsse auf das Fließver-
halten sowie Aussagen über Standsicherheit und Gebrauchsfähigkeit von Silos .
7.1 Phänomenologie und Bemessungsgrundlagen
Silos finden in vielen verfahrenstechnischen Prozessen verbreitete Anwendung. Sie un-
terscheiden sich in Lagersilos, Dosiersilos und Verladesilos, wobei Abmessungen und
Aufbau eines Silos vorrangig vom verarbeiteten Material abhängen. Die verwendeten
Schüttgüter reichen von Getreide, pharmazeutischen Pulvern und Salz bis zu Sand und
Zement. Die Gesamthöhe des Silos folgt aus der wirtschaftlich sinnvollen Lagermenge.
Die meisten in Deutschland bestehenden Getreidesilos fassen etwa 500 –3500 t, was zu
Bauhöhen von 10 bis 20 m führt. Sie besitzen eine Vielzahl unterschiedlicher Korngrö-
ßen, Fließeigenschaften und Dichten, welche in der Bemessung zu beachten sind.
Für die Auslegung von Silos ist zunächst die Art des zu lagernden Schüttgutes von
Bedeutung. Dessen Materialeigenschaften bestimmen Trichterneigung und Ausflußöff-
nung ebenso wie erforderliche Austragsorgane. So muß schon während der Planung
das Fließprofil bestimmt werden, da es sonst zu verfahrenstechnischen Problemen und
Qualitätseinbußen kommen kann.
So stellt sich für Silos mit geringem Reibungsbeiwert und großer Trichteröffnung ein
Massenfluß ein, welcher in Bild 7.1(a) dargestellt ist. Das gleichförmige Fließprofil
ermöglicht die vollständige Entnahme des gelagerten Schüttguts und erfordert somit
keine zusätzlichen Austragshilfen für die Gewährleistung der gesetzlich vorgeschriebe-
nen Rückverfolgbarkeit [2]. Die hinsichtlich des Fließprofils günstigen Massenflußsilos
erfordern jedoch bei gleichbleibendem Volumen eine wesentlich größere Bauhöhe als
Kernflußsilos und verursachen somit deutlich höhere Investitionskosten.
Infolge des ungleichmäßigen Fließprofils können tote Zonen entstehen, in welchen sich
das granulare Material nicht bewegt und die entfernt werden müssen, siehe Bild 7.1(b).
Weitere Diskontinuitäten im Fließprofil entstehen bei geringer Trichterneigung infolge
von Verdichtungs- und Auflockerungszonen im Trichter [34, 87]. Aufgrund der inne-
ren Reibung bilden sich im oberen Trichterbereich gewölbeförmige Verdichtungszonen
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wie in Bild 7.1(c), welche ein weiteres Ausfließen beeinträchtigen. Abhängig von den
Randbedingungen zerfallen diese Brücken in regelmäßigen Zeitintervallen, da das dar-
unterbefindliche, aufgelockerte Material nicht die ausreichende Tragfähigkeit besitzt.
Dies führt zu pulsierendem Ausfließen, welches sich auf die Wandnormalspannung aus-
wirkt [12].
(a) Massenfluß
tote Zone
(b) Kernfluß
Verdichtungszone
(c) Brückenbildung
Bild 7.1: Fließprofile
Nach der Festlegung der geforderten Abmessungen des Silos folgt die statische Be-
messung. Die ersten Betrachtungen des Füllzustandes von Silos durch Janssen [50]
bilden die Grundlage der aktuellen Norm [1] und zeigen eine über die Höhe anstei-
gende Wandnormalspannung und einen Hauptspannungsverlauf wie in Bild 7.2(a). Die
Spannungen im Ruhezustand folgen aus den Feststoffeigenschaften des Schüttgutes
und sind reibungsdominiert. Nach dem Öffnen des Silos erfolgt eine Phasentransfor-
mation in einen flüssigkeitsähnlichen Zustand und das Silomaterial bildet ein Gewölbe
über dem Trichter, siehe Bild 7.2(b). Das infolge dieses Switches [12, 56] entstehende
Maximum der Wandnormalspannung tmax bewegt sich von der Öffnung nach oben und
erreicht in Massenflußsilos am Übergang von Trichter und Schacht ein Maximum, sie-
he Bild 7.2(c). In Kernflußsilos entsteht das Spannungmaximum am Schnittpunkt von
toter Zone und Silowand. Ausbildung und Größe des Spannungsmaximums hängen un-
ter anderem vom verwendeten Material, der Wandrauhigkeit und der Trichtergeometrie
ab [6, 53, 71], wobei eine geringere Wandrauhigkeit die maximal zu erwartenden Span-
nungen reduziert. Rotter et al. [15, 80, 81] zeigen die Auswirkungen des Switches in
Zusammenwirkung mit exzentrischer Entleerung auf das Tragvermögen der Silostruk-
tur.
(a) Ruhezustand
tmax
(b) Beginn Entleerung
tmax
(c) Entleerung
Bild 7.2: Hauptspannungstrajektorien während der Phasentransformation
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Die in der Norm [1] definierten Lastannahmen berücksichtigen die dynamische Bela-
stung ausschließlich über empirische Faktoren, welche daher leicht unterschätzt werden
und weitere Untersuchungen zur Verteilung der Randspannungen erfordern. Weiterhin
führen asymmetrische Be- und Entladeprozesse zu exzentrischen, zum Teil lokal be-
grenzten Lasten, welche eine erhöhte Festigkeit der tragenden Struktur voraussetzen
[27, 80].
Daher folgt in den kommenden Abschnitten eine Untersuchung der Spannungsvertei-
lung in Silos bei dynamischer Belastung unter Verwendung der in den Kapiteln 4 und
5 vorgestellten Modellgleichungen und ihrer numerischen Lösung.
7.2 Vorbetrachtungen
Die Untersuchung des Entleerungsvorganges von Silos erfordert eine vorangehende Be-
trachtung des Füllzustandes. Zunächst folgt die Ermittlung des Füllzustandes, welcher
aufgrund des Materialmodells und der auftretenden Reibungskräfte zwischen Schütt-
gut und Silowand eine nichtlineare Spannungsverteilung aufweist. Die Darstellung des
Ausfließen granularen Materials aus einem Silo mit ebenen Boden verdeutlicht die Un-
terscheidung in Kern- und Massenflußsilos sowie die Ausbildung des Phasenübergangs
zwischen festem und flüssigem Bewegungszustand.
7.2.1 Füllprozeß
Vor der Simulation des Entleerungsvorganges in Silos ist zunächst eine wirklichkeits-
nahe Bestimmung des Füllzustandes erforderlich. Das Materialverhalten während des
Entleerens ist entscheidend von der Materialverteilung und dem daraus resultierenden
Spannungsverlauf beeinflußt. Insbesondere die infolge Wandreibung entstehende nicht-
lineare Verteilung und Größe der Wandnormalspannung beeinflussen die nachfolgende
Bewegung.
freie
Oberfläche
(a) Direktes Füllen
I
II
III
(b) Schichten
g(t)
(c) Erhöhung Gewicht
Bild 7.3: Füllmethoden
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Es existieren verschiedene Möglichkeiten, den Füllprozeß zu simulieren und somit die
nichtlinearen Materialeffekte zu berücksichtigen. Die erste, in Bild 7.3 abgebildete Va-
riante, ermöglicht die Füllung des Silos von oben wie es in der Realität erfolgt. Dabei
wird zunächst eine freie Oberfläche vorgegeben, welche das einzufüllende Material um-
schließt. Infolge der Schwerkraft fällt das Granular und füllt das Silo schichtenweise.
Die erforderlichen Einströmrandbedingungen für die Abstandsfunktion der Level-Set-
Methode und ein mögliches Abreißen des Flusses führen jedoch zu einer numerisch
bedingten großen Anzahl finiter Elemente.
Einfacher umzusetzen und schneller in der Berechnung sind die beiden von Keiter [56]
verglichenen Methoden. Die Silofüllung der in Bild 7.3(b) dargestellten Variante er-
folgt schichtenweise. Zunächst ist ausschließlich das mit I markierte Gebiet mit gra-
nularem Material gefüllt. Nach dessen Setzung und der Ausbildung eines stationären
Spannungszustandes folgt die Belastung infolge des Materials der zweiten Schicht. Die
Methode bietet insbesondere den Vorteil für ausgeprägtes pfadabhängiges Materialver-
halten den Füllvorgang realitätsnah zu simulieren. Daher findet in dieser Arbeit die
dritte Variante, Bild 7.3(c), Anwendung, welche die Gewichtskraft im gesamten Ge-
biet stetig erhöht. Hierbei wird die Dynamik des Füllprozesses nicht berücksichtigt,
um für den Entleerungsvorgang eindeutige Anfangsbedingungen definieren zu können.
Die beiden folgenden Beispiele zeigen den Spannungszustand im gefüllten Silo, wel-
cher sich infolge Eigengewicht mit dem gewählten Verfahren ausbildet.
Zunächst erfolgt ein Vergleich der so gewonnenen Ergebnisse mit der von Holst [38]
initiierten Zusammenstellung einer großen Anzahl an Simulationsergebnissen verschie-
dener Arbeitsgruppen, welche die Ermittlung des Füllzustandes des in Bild 7.4 darge-
stellten Systems zum Ziel hat. Vorgegeben sind der Wandreibungswinkel µ, der Haftrei-
bungswinkel ϕh sowie die Abmessungen des Gebiets. Das gewählte Berechnungsgebiet
h
b
t
g
t0
g0
t0 = 2,5 s
g0 = 10 m/s2
h = 2,5 m
b = 0,5 m
µ = 0.35
E = 960 kN/m2
̺s = 1700 kg /m3
ϕh = 30◦
Bild 7.4: Geometrie und Materialparamter nach Holst [38]
ist um 10% höher als die von Holst vorgegebenen Abmessungen, um eine freie Oberflä-
che mit Hilfe der Level-Set-Methode abbilden zu können. Bis zum Zeitpunkt t0 steigt
die Belastung infolge Eigengewicht linear an und bleibt anschließend konstant. Die
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langsame Belastungssteigerung ermöglicht eine schrittweise Ausbildung der Spannung
innerhalb des Granulars und somit auch die geschwindigkeitsabhängige Übertragung
der Scherspannungen auf die Silowand über Reibung. Die zeitliche Abfolge in Bild 7.5
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Bild 7.5: Wandnormalspannungs- und Vertikalspannungsverteilung
links verdeutlicht die Entwicklung der Wandnormalspannung, welche vorrangig durch
die maximal aufzunehmende Reibungskraft bestimmt wird. Das rechte Bild zeigt die
Vertikalspannung Tyy innerhalb des granularen Materials in verschiedenen Höhen über
den Querschnitt. Es ist zu erkennen, daß die Vertikalspannung entlang der Symme-
trieachse linear mit der Tiefe steigt, während sie entlang der Wand abnimmt. Die er-
mittelten Ergebnisse, insbesondere die starke Abnahme der Spannung auf dem Boden,
stimmen sehr gut mit den in Holst [38] dargestellten Werten überein.
g
bu
bo
h
0
10tn [kN/m 2]
t = 1,0 s
t = 2,5 s
t = 10 s
t = 20 s
bu = 0,4 m
bo = 1,25 m
h = 1,17
Bild 7.6: System, Modellparameter und Spannungsverteilung nach Keiter [56]
Nach der Validierung des Modells für einfache Geometrien mit parallelen Wänden er-
folgt nun der Vergleich mit den Ergebnissen Keiters [56] für einen mit granularem Ma-
terial gefüllten Trichter, siehe Bild 7.6. Materialparameter und Belastungsverlauf ent-
sprechen den im vorangegangenen Beispiel verwendeten Werten. Der statische Verlauf
der Wandnormalspannung im gefüllten Zustand ist qualitativ den gemessenen Werten
sehr ähnlich, die Maximalspannung übersteigt die Vorgaben jedoch um etwa 5%.
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7.2.2 Silo mit ebenem Boden
Der folgende Abschnitt zeigt das Fließverhalten granularer Materialien aus einem Silo
mit ebenem Boden. Bild 7.7 zeigt das betrachtete System, Abmessungen und Materi-
alparameter. Die Breite der Öffnung b0 ist variabel. Aufgrund der symmetrischen An-
ordnung erfolgt die Berechnung des Ausflusses ausschließlich für die linke Hälfte des
Silos. Die Abgrenzung der einheitlich vernetzten Teilgebiete für granulares Material
und Luft erfolgt mit Hilfe der Level-Set-Methode. Die ebenfalls berechnete Silowand
bo
bges
h
0
h
L
Granular
Luft
Silowand
Kopplungs-
rand
y
x
bges = 2,0 m
b0 = 0,2 m–0,8 m
h0 = 0,8 m
hL = 0,1 m
E = 960 kN/m2
̺s = 1700 kg /m3
Bild 7.7: Systemskizze für Silo mit flachem Boden
ist über Kopplungselemente mit den Materialien innerhalb des Silos verbunden. Die
Kopplungselemente erlauben die Berücksichtigung reibungsbehafteter Randbedingun-
gen und folgen den Gleichungen (5.38 – 5.44). Für die Beschreibung des Granulars
findet die in Kapitel 4 vorgestellte Mehrphasenformulierung Anwendung.
Vor Beginn der Simulation des Entleerungsvorganges erfolgt die Bestimmung des Füll-
zustandes, wobei zur Verbesserung der Konvergenz der Übergangsparameter ξ zu Null
und der Reibungsbeiwert konstant zu µ= 0.3 gesetzt ist. Die vertikale Geschwindig-
keit im Bereich der Öffnung ist zunächst über Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben.
Die berechnete Spannungsverteilung und der Druck am Ende des Füllvorganges sind
Silowand
Symmetrie
 0,00
 1,25
 2,50
 3,75
 5,00
 6,25
 7,50
 8,75
10,00
[kN/m2]
Bild 7.8: Spannungstrajektorien und Druckverteilung im Füllzustand
in Bild 7.8 für die linke Hälfte des Gesamtsystems dargestellt. Entlang der Symme-
trieachse treten ausschließlich Normalspannungen in vertikaler Richtung auf, während
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Bild 7.9: Oberflächenlage und Geschwindigkeitsprofil für b0 = 0,8m
entlang der Wand infolge Reibung Scherspannungen auftreten. Der Druck steigt nahezu
linear über die Höhe an, erreicht jedoch in Wandnähe nur eine geringere Größe, weil
die Belastung infolge Eigengewicht auf die Wand übertragen wird.
Nach Erreichen des Ruhezustandes und zu Beginn der Entleerung entfallen die Ge-
schwindigkeitsrandbedingungen im Bereich der Öffnung und das Material beginnt zu
fließen. Zunächst veranschaulicht Bild 7.9 den zeitlichen Verlauf der Oberflächenlage
für einen Öffnungsgröße b0 = 0, 8m. Die für das Materialmodell in Gleichung (4.10)
benötigten Kennwerte sind der Haftreibungswinkel ϕh = 30◦, der Gleitreibungswin-
kel ϕg = 20◦ und die Viskosität des verflüssigten Granulars von η = 100Ns/m2. Die
Oberfläche des granularen Materials senkt sich aufgrund der großen Öffnung nahezu
gleichmäßig ab und bildet erst gegen Ende der Entleerung einen Trichter. Die gleich-
mäßige Absenkung folgt aus der im Öffungsbereich auftretenden gleichförmigen Be-
wegung, welche beispielhaft für die vertikale Geschwindigkeit in einer Höhe h = 0,2 m
über dem Boden im rechten Bild dargestellt ist.
Das verbleibende Material ist weiterhin feststoffdominiert und erreicht einen statio-
nären Zustand. Die dunkelmarkierten Bereiche in Bild 7.10 kennzeichnen Gebiete des
Materials, für welche der Übergangsparameter ξ = 0 ist. Alle Berechnungen erfol-
t = 0,15 s t = 0,35 s t = 0,75 s
fest
flüssig
Bild 7.10: Entleerungsvorgang für b0=0,8m
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gen mit dem dargestellten Finite-Elemente-Netz. Das Beispiel zeigt, daß für Silos mit
ebenem Boden Bereiche existieren, welche auch bei maximaler Entleerung im Silo ver-
bleiben und somit zusätzliche Austragshilfen erforderlich machen.
Dieses Phänomen ist ausgeprägter je geringer die Öffnungsbreite ist. Für eine kleine-
re Öffnung bo = 0, 2 m entsteht für ein Material mit identischen Materialparametern
ein reines Kernflußprofil. Ausschließlich der Bereich unmittelbar oberhalb der Öffnung
fließt, und die Oberfläche senkt sich, wie in Bild 7.11 dargestellt, vorrangig entlang
der Symmetrieachse ab. Das Material innerhalb der Fließzone erfährt eine vollständige
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Bild 7.11: Oberflächenlage und Geschwindigkeitsprofil für b0 = 0,2m
Verflüssigung und fließt schnell, beeinflußt dabei jedoch nur die unmittelbar benachbar-
ten Bereiche. Aufgrund des Nachbruchverhaltens folgt eine Verbreiterung des Trichters
über die Zeit, die jedoch im Vergleich zur Entleerung mit bo = 0, 8m sehr langsam er-
folgt. Somit sind größere, in Bild 7.12 dunkelmarkierte Bereiche unbeeinflußt von der
Entleerung.
t = 0,15 s t = 0,35 s t = 0,75 s
fest
flüssig
Bild 7.12: Entleerungsvorgang für b0 = 0,2m
Neben einer Veränderung der Öffnungsbreite beeinflußt auch das verwendete Material
und der Wandreibungswinkel den Entleerungsvorgang. Bild 7.13 stellt den zeitlichen
Verlauf der Oberfläche für verschiedene Haftreibungswinkel ϕh und Reibungsbeiwerte
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µ dar. Das linke Diagramm zeigt den Einfluß der Haftreibung. Zu Beginn der Ent-
leerung zeigen beide Materialien ein nahezu identisches Fließverhalten, da zunächst
nur das Material unmittelbar oberhalb der Öffnung beeinflußt ist und im übrigen Ma-
terial keine zusätzlichen Scherspannungen auftreten, welche zu plastischem Fließen
führen . Erst bei fortschreitender Entleerung entstehen Unterschiede im Fließprofil, da
für geringere Scherfestigkeiten das der Fließzone benachbarte Material schneller fließt
und somit die Trichterausbreitung begünstigt. Der Wandreibungsbeiwert µ beeinflußt
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Bild 7.13: Höhe der Füllung über die Zeit bei flachem Boden
vorrangig die Bewegung des granularen Materials in Wandnähe. So ermöglicht eine
Wandreibung µ = 0, 1 eine geringere Übertragung von Scherspannung auf die Silo-
wand, so daß die infolge der Entleerung und der damit verbundenen Trichterneigung
auftretenden Scherspannungen nicht aufgenommen werden können. Die folgenden grö-
ßeren Bewegungen bewirken einen größeren Massenfluß an der Öffnung.
7.3 Verfahrenstechnische Betrachtungen
Zu Beginn der Planung eines Silos steht die verfahrenstechnische Auslegung, welche
Größe, Form und Entleerungsverhalten betrachtet. Die geometrischen Abmessungen
beeinflussen die Lagermenge und die Form des Fließprofils, welches sich als Kern-
oder Massenfluß einstellt. Weiterhin ist die Entleerungsgeschwindigkeit und die ver-
bleibende Füllmenge von Bedeutung.
7.3.1 Siloabmessungen und Modellparameter
Für die weiteren Untersuchungen hinsichtlich der Siloentleerung folgen die Abmessun-
gen den Vorgaben von Negi und Jofriet [53, 71], da für sie umfassende Untersuchungen
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verschiedener Aspekte wie Strömungsprofil und Wandrauhigkeit in einem ebenen Mo-
dellsilo vorliegen. Die Modellierung kann daher im ebenen Verzerrungszustand erfol-
gen. Sowohl die Trichterneigung als auch die Trichteröffnung und Wandreibungswinkel
sind variabel. Die Darstellung der freien Oberfläche erfolgt mit Hilfe der Level-Set-
Methode, wobei die Füllhöhe des Silos hf = htr + hsch als Anfangsbedingung gegeben
ist. Der darüberbefindliche, luftgefüllte Teil des Silos beeinflußt die Berechnung nur un-
wesentlich und wird ausschließlich zur Bestimmung der Lage der Oberfläche genutzt.
Neben der Symmetrierandbedingung und der Ausflußgeschwindigkeit ist die elastische
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Bild 7.14: Abmessungen des Silos und Materialparameter des Schüttguts
Silowand starr gelagert und erlaubt somit zunächst keine Wandverformungen. Für wei-
tergehende Untersuchungen der Interaktion zwischen der verformbaren Silowand und
dem granularem Material wird jedoch eine punktuelle Lagerung betrachtet. Das granu-
lare Material wird mittels der Modellgleichungen der vorangegangen Kapitel und den
in Bild 7.14 genannten Materialparametern modelliert.
7.3.2 Entleerungsgeschwindigkeit
Zur Silobemessung ist zunächst die Bestimmung der möglichen Lagermenge sowie der
Entnahmegeschwindigkeit von großer Bedeutung. Diese ist abhängig von der Art des
gelagerten Schüttgutes sowie von der gewählten Geometrie. Die Untersuchung erfolgt
für ein Material und verschiedene Siloabmessungen, um die Geschwindigkeit während
des Entleerungsvorganges zu bestimmen. Bild 7.15 zeigt den zeitlichen Verlauf der
Ausflußmenge für die angegebenen Geometrien. Die Ausflußmenge m˙a je Zeiteinheit
m˙a =
∫ btr
0
v · ̺ dx (7.1)
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Bild 7.15: Massenfluss für verschiedene Öffnungsbreiten
gibt die zu entnehmende Schüttgutmenge aus Geschwindigkeit v und Dichte ̺ an. Die
Ausflußmenge ist unabhängig von der Füllhöhe des Silos, da die trägheitsdominierte
Strömung im Ausflußbereich von den Druckverhältnissen, ausgedrückt mit der Froude-
Zahl Fr = v√
gL
, abhängt [86]. Der Phasenübergang zwischen festem und flüssigen
Material bewirkt eine Entkopplung der beiden Strömungsbereiche entsprechend der
Unterscheidung zwischen Strömen und Schießen. Somit gilt für die Ausflußmenge nach
Beverloo [11, 88] stets
m˙a ∼ Aeff · d1/2 ∼
{
d1,5 für Rechteckquerschnitte
d2,5 für Kreisquerschnitte (7.2)
mit der effektiven Öffnungsfläche Aeff und dem Öffnungsdurchmesser d. Nach einer
Auflockerungs- und Beschleunigungsphase bis zum Zeitpunkt 0,1 s folgt die nahezu
konstante, füllhöhenunabhängige Entleerung. Die Ausflußmenge für btr = 0, 045 m
ist deutlich größer als für das Silo mit geringerer Öffnungsbreite, da auch die Ausfluß-
geschwindigkeit größere Werte annimmt. Die berechneten Werte entsprechen den zu
erwartenden Relationen von(
0, 045
0, 025
)1,5
∼ 2, 4 ∼ 108
45
(7.3)
sehr gut. Die Geschwindigkeiten am Ausfluß sind in Bild 7.16 dargestellt. Die Ko-
ordinate x = 0 kennzeichnet hierbei den Knoten unmittelbar an der Silowand, während
die Werte entlang der Symmetrieachse am rechten Rand des Diagramms liegen. Für das
breitere Silo beschleunigt das Material im Entleerungsbereich sehr schnell, um ab t = 1 s
in einen stationären Strömungszustand zu gelangen. Das Schüttgut im schmaleren Silo
erfährt hingegen eine geringere Beschleunigung und die Maximalgeschwindigkeit ent-
lang der Symmetrieachse beträgt etwa die Hälfte der entsprechenden Geschwindigkeit
im Silo mit 0,045 m Öffnungsbreite. Der Grund für das unterschiedliche Fließverhal-
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Bild 7.16: Geschwindigkeiten am Ausfluss
ten ist die der Strömung entgegenwirkende Reibung zwischen Schüttgut und Silowand,
welche bei geringerer Öffnungsgröße einen größeren Einfluß besitzt. Je größer die Öff-
nung desto ungehinderter kann das Material fließen, es lockert auf und erlaubt somit
auch schnelles Fließen in Wandnähe.
Die Menge des entnommenen Materials beeinflußt unmittelbar die zeitliche Entwick-
lung der Füllhöhe des Silos. Bild 7.17 zeigt einen Vergleich zwischen den berechneten
Werten und den von Negi [71] experimentell in einem ebenen Silo ermittelten Füll-
höhen. Aufgrund der konstanten Entleerungsgeschwindigkeit im Auslauf nimmt die
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Bild 7.17: Höhe der Füllung über Zeit
Füllhöhe zunächst linear mit der Zeit ab. Unter Vernachlässigung von Verdichtungs-
und Auflockerungszonen ist die Geschwindigkeit proportional zum Querschnitt in der
betrachteten Höhe, da ein konstanter Massenfluß gewährleistet sein muß. Sobald aus-
schließlich der Trichter gefüllt ist, nimmt die Silobreite ab und die Oberfläche sinkt
schneller. Dieser Effekt ist für geringere Öffnungsbreiten verstärkt zu beobachten, da
das Verhältnis von Ausflußmenge zu Schüttgutmenge im Schaft größer ist.
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Bild 7.18: Geschwindigkeitsprofil für verschiedene Höhen
Die gleichmäßige Geschwindigkeitsverteilung im Silo in verschiedenen Höhen und ih-
re zeitliche Entwicklung ist in Bild 7.18 nochmals für btr = 0, 045 m dargestellt. Das
gesamte Material beschleunigt bis zum Zeitpunkt t = 0,1 s und fließt dann mit gleichmä-
ßiger Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit in der Mitte des Trichters beträgt unge-
fähr das Doppelte der Geschwindigkeit des Materials im Schaft. In Höhe des Übergangs
zwischen Trichter und Schaft entspricht die Bewegung noch annähernd der Schaftge-
schwindigkeit, zeigt jedoch stärkere Reibungseinflüsse zur Silowand, da infolge des
Knicks eine Verminderung der Geschwindigkeit erfolgt.
7.3.3 Verdichtungszonen und Auflockerung
Das Schüttgut entwickelt erst nach einer Beschleunigungsphase ein gleichförmiges Ge-
schwindigkeitsprofil. Unmittelbar im Anschluß an die Öffnung des Silos entstehen in-
folge einer ungleichmäßigen Geschwindigkeitsverteilung über der Höhe Verdichtungs-
und Auflockerungszonen. Die zeitlichen Änderungen der Schüttgutdichte folgen aus
einer über die Höhe ungleichmäßigen Geschwindigkeitsverteilung. Bild 7.19 zeigt den
zeitlichen Verlauf der vertikalen Geschwindigkeit entlang der Symmetrieachse in ver-
schiedenen Höhen. Das negative Vorzeichen kennzeichnet die Richtung entgegen der
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positiven y-Achse und somit die Vertikalgeschwindigkeit nach unten. Zunächst be-
schleunigt das gesamte Material nach dem Öffnen des Silos, erfährt dann jedoch in-
folge der Reibkräfte entlang der Silowand, der entstehenden Dichteunterschiede und
der Querschnittsänderung über der Höhe eine Verminderung der Vertikalgeschwindig-
keit.
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Bild 7.19: Geschwindigkeiten
Insbesondere die Geschwindigkeitsdifferenzen zwischen dem Übergang von Trich-
ter zu Schaft und dem Schüttgut im Schaft führt zu Verdichtungseffekten im Be-
reich des Übergangs. Die grau gekennzeichneten Bereiche in Bild 7.19 verdeutlichen
Auflockerungs- und Verdichtungszeiträume. Unmittelbar nach dem Öffnen des Silos
beschleunigt das Material, beginnend von der Öffnung, wobei sich die Geschwindigkeit
nach oben ausbreitet. Somit lockert das Material auf. Infolge der entstandenen Dichte-
unterschiede fällt das Schüttgut im Schaft schneller als das Schüttgut im Trichter und
es folgt eine Verdichtung. Im weiteren Verlauf der Entleerung wechseln sich Auflocke-
rung und Verdichtung ab, so daß eine pulsierende Dichteverteilung folgt. Das Material
im unteren Bereich des Trichters lockert sich unmittelbar nach dem Öffnen auf und
bewegt sich anschließend ohne weitere Schwingungen. Daher ist die Verdichtungszone
auf den Übergang zwischen Trichter und Schaft beschränkt.
Andererseits entstehen in Massenflußsilos mit kleiner Ausflußöffnung stabile Verdich-
tungszonen unmittelbar über dem Ausfluß. Diese Brückenbildung hängt von der Festig-
keit des Materials und der Größe der Auslauföffnung ab und kann aus Betrachtung der
Spannungen im Trichter verhergesagt werden. In realen Silos sind für solch ungünsi-
ge Abmessungen Austragshilfen vorzusehen [86]. In den hier betrachteten Silos ist die
Auslauföffnung jedoch stets hinreichend groß.
Bild 7.20 zeigt die entstehende Druckverteilung zu verschiedenen Zeitpunkten. Der
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Bild 7.20: Druckverteilung im Silo zu Beginn der Entleerung
Ruhezustand ist durch eine nahezu hydrostatische Druckverteilung gekennzeichnet,
wobei der Druckgradient im Trichter abnimmt, da Vertikalkräfte infolge Eigengewicht
sowohl durch Reibung als auch über Normalkräfte auf die Silowand übertragen wer-
den. Die Auflockerung zu Beginn der Entleerung führt zu geringen Drücken im gesam-
ten Schüttgut. Insbesondere das Material unmittelbar über der Öffnung zeigt geringere
Drücke und somit eine verminderte Dichte. Nach etwa 0,07 s beginnt die Verdichtung,
so daß der Druck im Übergangsbereich zwischen Schaft und Trichter bis zum Zeitpunkt
t = 0,15 s stetig zunimmt. Eine Zone großer Dichte bildet sich beginnend von der Ecke
aus. Der Zeitpunkt t = 0,25 s kennzeichnet das Ende der folgenden Auflockerungspha-
se, welche jedoch eine geringere Amplitude als die erste aufweist, so daß weiterhin ein
überhöhter Druckgradient im Trichter erkennbar ist. Das Pulsieren zeigt eine Periode
von ungefähr T = 0,15 s, welche nahezu konstant bleibt. Das Phänomen des pulsieren-
den Ausfließens untersuchen auch Roberts [79] und Tejchman [92], da es zu ungünsti-
gen Belastungen der Silowand sowie zu verfahrenstechnisch erforderlichen Austrags-
hilfen führen kann.
103
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
b[m]
h[
m
]
0 s
1 s
2 s
3 s
4 s
4,5 s
0,2 0,1
t = 0,05 s t = 0,1 s t = 0,2 s t = 1,0 s
 0,0
 0,2
 0,4
 0,6
 0,8
 1,0
v [m/s]
Bild 7.21: Oberfläche und Geschwindigkeitsverteilung für bsch = 0,2 m
7.3.4 Kern- und Massenfluß
Die bisher betrachtete Geometrie führt mit den verwendeten Materialparametern zu
einem Massenflußsilo. Das Material fließt über den Querschnitt gleichförmig und die
freie Oberfläche bleibt nahezu horizontal. Die daraus resultierenden Vorteile sind die
Rückverfolgbarkeit des Materials sowie die vollständige Entnahme des granularen Ma-
terials. Andererseits bedarf diese Ausführungsform sehr viel größerer Abmessungen
des Silos für vergleichbare Lagermengen als Kernflußsilos. Entscheidend für die Form
des Fließprofils sind die Trichterneigung, der Wandreibungskoeffizient und der innere
Reibungswinkel des Granulars, da die Entstehung toter Zonen ausschließlich über das
Verhältnis der Wandspannungen bestimmt ist [51]. Samadani[82] zeigt Geschwindig-
keitsmessungen in Kernflußsilos, während Nedderman [70] die Ausbildung ruhender,
toter Zonen in Abhängigkeit von geometrischen Abmessungen untersucht. Weitere Ex-
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perimente stellt Waters [102] vor.
Bild 7.21 zeigt die Lage der Oberfläche des Schüttguts zu verschiedenen Zeitpunkten
und die räumliche Verteilung der Vertikalgeschwindigkeit für das bereits betrachtete
Massenflußsilo mit bsch = 0,2 m und btr = 0,045 m. Die Geschwindigkeit im Schaft ist
nahezu konstant und führt daher zu einer gleichmäßigen Absenkung der Oberfläche.
Die Geschwindigkeit im Trichter ist unmittelbar über der Öffnung am größten und
nimmt mit der Höhe und in Nähe der Silowand ab, so daß eine geneigte Oberfläche
für t = 0,45 s folgt. Die Geschwindigkeit des Materials im Schaft nimmt zunächst zu
und oszilliert anschließend um einen Wert von etwa 0,2 m/s. Die Geschwindigkeitsver-
teilung im Trichter ist nach einer Beschleunigungsphase bis t = 0,1 s nahezu konstant
und ausschließlich von der Größe der Öffnung und der Wandreibung beeinflußt.
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
b[m]
h[
m
]
0,6 0,4 0,2
t = 0,05 s t = 0,2 s
 0,0
 0,04
 0,08
 0,12
 0,16
 0,2
v [m/s]
Bild 7.22: Oberfläche und Geschwindigkeitsverteilung für bsch = 0,6 m
Andererseits zeigt dasselbe Material für ein Silo mit bsch = 0,6 m ein anderes Fließprofil.
Neben der deutlich langsameren Entleerung aufgrund des Verhältnisses von gesamter
Silobreite zur Öffnungsbreite btr zeigt Bild 7.22 auch ein geneigtes Fließprofil. Das
Material entlang der Symmetrieachse fließt schneller als entlang der Silowand. Daher
entstehen Bereiche innerhalb des Silos, welche im ruhenden Zustand verbleiben. Die
Verteilung der vertikalen Geschwindigkeit zu den Zeitpunkten t = 0,05 s und t = 0,2 s
zeigt die trichterförmige Ausbildung der Fließzone. In Massenflußsilos ist die Neigung
des Trichters größer als die entstehende Fließzone innerhalb des Materials und somit
kann das gesamte Material fließen. Für das breite Silo ist eine Unterscheidung in flie-
ßende und ruhende Zonen mit Hilfe der Geschwindigkeitsbetrachtung möglich.
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Bild 7.23: Verteilung der Übergangsfunktion für verschiedene Geometrien
Weiterhin zeigt Bild 7.23 die räumliche Verteilung des Übergangskoeffizienten ξ inner-
halb des Schüttguts für verschiedene Abmessungen zum Zeitpunkt t = 50 ms und ver-
deutlicht somit die Einteilung in fließende und ruhende Bereiche. Es sind ausschließlich
die Werte 0,0 und 1,0 für ξ dargestellt, da der Phasenübergang sehr schnell innerhalb ei-
nes Zeitschrittes erfolgt und somit kaum darstellbar ist. Für alle drei Beispiele folgt eine
Fließzone entlang der Silowand und im Trichter unmittelbar über der Öffnung, während
das Material entlang der Symmetrieachse im Schaft Festkörpereigenschaften aufweist
und sich somit als nahezu starrer Block abwärts bewegt. Die Unterschiede im Fließ-
verhalten verdeutlicht der Bereich im Übergang zwischen Schaft und Trichter, welcher
im Kernflußsilo analog zu Abschnitt 7.2.2 nahezu unbeeinflußt von der Entleerung und
somit in Ruhe bleibt. Die für das Kernflußsilo eingezeichnete Grenzfläche veranschau-
licht näherungsweise die Übergangszone zwischen dieser toten Zone und dem Bereich
des fließenden Materials.
Eine Möglichkeit zur Verlagerung des Phasenübergangs und somit zur Verteilung der
zeitabhängigen Belastung in Silos sind die von Lehmann [61]simulierten Einbauten.
7.4 Konstruktive Bemessung der Silostruktur
Nach der Auslegung eines Silos hinsichtlich der erwünschten Füllmenge und Ausfluß-
geschwindigkeit folgt die statische Bemessung der Silostruktur. Dazu ist eine Bestim-
mung der auftretenden Belastungen sowie ihre räumliche und zeitliche Verteilung er-
forderlich.
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7.4.1 Zeitliche Entwicklung
Der Füllzustand folgt aus der in Abschnitt 7.2.1 dargestellten Methode und ist durch ei-
ne nichtlineare Spannungsverteilung im Silo charakterisiert. Im Knick zwischen Trich-
ter und Schaft entstehen aufgrund geometrischer Zwangsbedingungen Spannungsextre-
ma, die jedoch keinen großen Einfluß auf das restliche granulare Material haben. Die
Oszillationen im Lösungsverlauf resultieren aus der Lösung des infolge der Reibrand-
bedingungen zwischen Schüttgut und Silowand schlechtkonditionierten Gleichungssy-
stems.
0
0,3
0,6
0,9
1,2
1,5
1,8
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tn[kN/m2]
h[
m
]
t = 0,0 s
t = 0,05 s
t = 0,1 s
h
Bild 7.24: Randnormalspannungen für verschiedene Zeitpunkte
Bild 7.24 zeigt den Randspannungsverlauf über die Höhe zu verschiedenen Zeitpunk-
ten. Beginnend mit dem Ruhezustand sinkt die Normalspannung auf die Silowand im
Trichter mit der Zeit ab, da das fließende, aufgelockerte Material keine Kräfte auf die
Wand überträgt. Die Spannung am Übergang steigt jedoch zunächst an, da das Material
im Schaft in Bewegung gerät und an dieser Stelle eine Richtungsänderung erfährt. Über
einen längeren Zeitraum betrachtet sinkt die Wandnormalspannung somit ab.
Bild 7.25 zeigt den zeitlichen Verlauf der Spannung exemplarisch für zwei Punkte und
verdeutlicht die Übereinstimmung mit den von Jofriet und Negi [71] gemessenen Wer-
ten. Die Spannung infolge Eigengewicht ist für den Knoten im Schacht bei h = 0,6 m
generell geringer als für den zweiten betrachteten Knoten unterhalb des Übergangs.
Nach einem Anstieg der Spannung zu Beginn der Entleerung, welche im Folgenden
näher erläutert wird, nimmt sie bis zur vollständigen Entleerung stetig ab. Nach etwa
4 s ist das Modellsilo vollständig entleert.
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Bild 7.25: Zeitlicher Verlauf der Wandnormalspannung
7.4.2 Spannungen zu Beginn der Entleerung
Wie bereits Bild 7.25 zeigt, steigt die Normalspannung auf die Silowand zu Beginn
der Entleerung an. Dieser Anstieg folgt aus einer Umlagerung der Spannungen inner-
halb des Schüttgutes, welche in Bild 7.26 dargestellt ist. Im Ruhezustand dominieren
Vertikalspannungen, da die Belastung aus Eigengewicht auf den geschlossenen Boden
drückt. Die Horizontalspannung und die im Vergleich zum hydrostatischen Spannungs-
zustand abweichenden Vertikalspannungen folgen aus den Reibungsbedingungen. Die
nach dem Öffnen des Silos notwendige Umlagerung der Spannungen führt zu den drei
weiteren dargestellten Spannungszuständen. Die Vertikalspannung im Bereich unmit-
telbar über der Öffnung verschwindet aufgrund der fehlenden Lagerung und das Ge-
wicht des noch im Silo befindlichen Materials wird auf die Wände übertragen. Die ver-
schwindende Vertikalspannung im Bereich der Öffnung führt somit zu einem Übergang
von festem zu flüssigem Materialverhalten. Das fließende Material nimmt geringere
Scherspannungen auf und kann sich somit ungehindert entlang der Silowand bewegen.
Dies führt zu einer schnelleren Bewegung des Schüttgutes unmittelbar oberhalb des
schon verflüssigten Materials. Somit folgt eine Ausbreitung der Fließzone nach oben
und die Dichte das Materials im Trichter sinkt. Der Übergangsbereich ist in Bild 7.26
mit einer schwarzen Linie gekennzeichnet. Oberhalb der Linie weist das Schüttgut noch
ähnliche Spannungen wie im Füllzustand auf, während unterhalb, in der Fließzone,
kaum Vertikalspannungen existieren. Im Bereich des verflüssigten Materials herrscht
ein radiales Spannungsfeld vor [54], welches zu den bereits beschriebenen Relationen
für den Ausflußmassenström führt.
Die Umlagerung der Spannung führt zu einer Konzentration der Belastung auf die Silo-
wand unmittelbar oberhalb der Fließzone, da das verflüssigte Material keine Belastun-
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t = 0 s t = 0,008 s
Übergang
t = 0,02 s t = 0,1 s
Bild 7.26: Spannungstrajektorien im Trichter zu verschiedenen Zeitpunkten
gen infolge Eigengewicht aufnimmt. Die Folge sind im Vergleich zum Ruhezustand
erhöhte Normalspannungen auf die Silowand, welche in der konstruktiven Auslegung
Berücksichtigung finden sollten. Bild 7.27 zeigt die Wandnormalspannung tn im Trich-
ter für verschiedene Zeitpunkte zu Beginn der Entleerung. Die Spannungen unmittelbar
oberhalb der Öffnung sinken ab, da keine Vertikalspannung mehr aufgenommen wer-
den können, und die Dichte sinkt. Oberhalb folgt jedoch aus der Konzentration der Be-
lastung eine Erhöhung der Spannung, welche mit fortschreitender Verflüssigung nach
oben verläuft.
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Bild 7.27: Spannungsverteilung über die Höhe zu Beginn der Entleerung
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Bild 7.28 verdeutlicht daher die zeitliche Entwicklung der Spannung in verschiedenen
Höhen über der Öffnung. An allen dargestellten Punkten steigt die Spannung zunächst
an und fällt dann ab. Dabei ist die Größe der Belastungssteigerung auf die Silowand für
Punkte nahe der Öffnung geringer, da nur ein geringer Anteil der Last umgelagert wird
und sofort die Verflüssigung einsetzt. Je höher der betrachtete Punkt liegt desto später
und größer ist die zu beobachtende Amplitude der Spannung. Die Lage des Extrem-
werts liegt stets am Übergangsbereich zwischen noch festem und bereits verflüssigtem
granularen Material und folgt somit einer gleichförmigen, aufwärtsgerichteten Bewe-
gung bis zum Übergang zwischen Trichter und Schaft.
0
5
10
15
20
0 10 20 30 40 50
t[ms]
t n
[k
N
/m
2
]
h= 0,26 m (a)
h= 0,23 m (b)
h= 0,19 m (c)
h= 0,11 m (d)
0
0,1
0,2
0,3
0,4
d
c
b
a
h
Bild 7.28: Zeitliche Spannungsentwicklung zu Beginn der Entleerung
7.4.3 Einfluß der Wandreibung
Der beschriebene Spannungsverlauf zu Beginn der Entleerung ist von einer Vielzahl
Faktoren abhängig, wobei der Wandreibungsbeiwert zwischen Schüttgut und Silowand
den größten Einfluß hat [53]. Materialwerte wie Reibungswinkel und Fließgrenze sowie
die Abmessungen des Silos bestimmen die zu beobachtende Spannung ebenfalls, be-
wirken jedoch geringere Änderungen. Tejchman [92] zeigt weiterhin, daß der Wandrei-
bungsbeiwert das Schwingungsverhalten und somit Siloschlagen und Silobrummen ent-
scheidend beeinflußt.
Das Diagramm in Bild 7.29 zeigt die Spannungsverteilung über die Höhe zum Zeit-
punkt t = 20 ms für verschiedene Wandreibungsbeiwerte. Die maximale Wandnormal-
spannung tn steigt bei einer Verminderung des Wandreibungsbeiwerts um etwa 30%
an. Die Lage des Spannungsmaximums ist nahezu unverändert.
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Bild 7.29: Spannungsentwicklung in Abhängigkeit der Wandreibungsbeiwerts µ
Das Diagramm in Bild 7.30 stellt die zeitliche Entwicklung der Wandnormalspannung
in Abhängigkeit des Wandreibungsbeiwerts im Punkt a in einer Höhe von h = 0,26 m
dar. Die Zeit bis zum Erreichen der maximalen Spannung und somit die Lage des Über-
gangs von festem zu flüssigem Materialverhalten ist unabhängig vom Wandreibungs-
beiwert, da hierfür vorrangig die Materialeigenschaften des Schüttguts von Bedeutung
sind. Andererseits steht die Größe der Maximalspannung in unmittelbarem Zusammen-
hang mit dem Wandreibungsbeiwert, welcher daher für die Bemessung der Silostruktur
berücksichtigt werden muß.
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Bild 7.30: Spannungsentwicklung am Punkt (a) in Abhängigkeit des Wandreibungsbei-
werts µ
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7.5 Wandverformung
Die bisher vorgestellten Untersuchungen des Entleerungsvorganges zeigen aufgrund
der gewählten Randbedingungen entlang der starr gelagerten Silowand keine Struktur-
verformung. Um den Einfluß der Wandsteifigkeit auf Fließprofil und Wandnormalspan-
nungsverteilung zu zeigen, werden anstelle der Streckenlagerung horizontale Auflager
in den in Bild 7.31 gezeigten Punkten D1 bis Mtr gewählt. Die Knoten entlang der
Unterkante des elastischen Silos und am Übergang zwischen Schaft und Trichter sind
zusätzlich in vertikaler Richtung gelagert. Die Modellierung erfolgt weiterhin im ebe-
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Bild 7.31: Horizontale Verformung der Silowand bei unterschiedlicher Lagerung
nen Verzerrungszustand, so daß die gewählten Auflager wie Versteifungsringe wirken.
Das Verformungsverhalten wird für drei verschiedene Anordnungen der Lage-
rung zunächst mit einer Wanddicke tw = 3,5 mm und einem Elastizitätsmodul von
Ew = 1012MN/m2 untersucht. Die Wandsteifigkeit ist demzufolge Bw = Ew · t3w/12
= 357 MNm. Die geringsten Verformungen zeigt die Silowand für die horizontale La-
gerung der Punkte D1, D2 und Mtr, während für die Einzellagerung in Punkt Msch
deutlich größere Verformungen zu beobachten sind. Die Diagramme in Bild 7.31 zei-
gen das zeitabhängige Verformungsverhalten zu Beginn der Entleerung und den Einfluß
der Anordnung der Auflager.
7.5.1 Einfluß der Wandsteifigkeit
Sowohl die Größe als auch die Form der horizontalen Verformung der Silowand sind
von der Wandsteifigkeit Bw abhängig. So zeigt Bild 7.32 die zeitliche Entwicklung
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Bild 7.32: Horizontale Verformung der Silowand für Bw = 357MNm
der Verformung zu Beginn der Entleerung in drei verschiedenen Höhen für ein in den
Punkten D1 und D2 gelagertes Silo. Aufgrund der Lagerung in den Punkten A und B
ist die Verformung in der Mitte des Trichters, im Punkt c, am größten. Die zeitliche
Entwicklung der Verformung folgt aus dem Hochlaufen des Phasenübergangs und der
somit zeitlich veränderlichen Belastung. Das Abklingen der Strukturschwingung resul-
tiert aus dem Dämpfungsverhalten des elastischen Silos in Wechselwirkung mit dem
granularen Material.
Bild 7.33 zeigt das Verformungsverhalten der Silostruktur für eine vergrößerte Wand-
steifigkeit von Bw=3570MNm. Die Größe der maximalen Verformung ist für die feste-
re Silostruktur entsprechend dem Verhältnis der Steifigkeiten etwa um den Faktor 10
geringer. Der abweichende Verlauf im Vergleich zu Bild 7.32 folgt aus der unterschied-
lichen Lastabtragung. Je steifer die Silostruktur ist, desto größer ist die Lastverteilung
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Bild 7.33: Horizontale Verformung der Silowand für Bw = 3570MNm
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und der Einfluß der Lage der maximalen Wandnormalspannung ist vermindert. Weiter-
hin beeinflußt die Steifigkeit das Abklingverhalten, da für Bw=3570MNm keine große
Interaktion zwischen Silo und granularem Material auftritt und die geringe, auftretende
Schwingung schnell abklingt.
Das unterschiedliche Verformungsverhalten steht in Wechselwirkung zur zeitlichen
Entwicklung der Wandnormalspannungen. Bild 7.34 zeigt die Wandnormalspannung
tn in Abhängigkeit der Wandsteifigkeit. Je größer die Wandsteifigkeit desto größer ist
die Maximalspannung zu Beginn der Entleerung, da geringe Steifigkeiten und die dar-
aus folgenden größeren Verformungen zu einer Dämpfung und somit zu einer Vermin-
derung der auftretenden Spannungsextrema führen. Weiterhin zeigen die Spannungen
infolge der Verformung eine Verzögerung der Spannungsamplituden und ein ausge-
prägteres Schwingungsverhalten.
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Bild 7.34: Spannungsverlauf in h = 0,3 m für verschiedene Wandsteifigkeiten
7.5.2 Einfluß der Anordnung der Auflager
Neben der Wandsteifigkeit hat auch die Anordnung der Auflager über die Höhe des
Silos großen Einfluß auf das Verformungsverhalten und die daraus folgende Rand-
spannungsentwicklung zwischen Silowand und Schüttgut. Die im vorangegangenen
Abschnitt dargestellten Ergebnisse für ein in den Punkten D1 und D2 gelagertes Silo
zeigen bereits den Einfluß der Gesamtsteifigkeit der Struktur auf das Schwingungsver-
halten. Ebenso zeigen die Bilder 7.35 und 7.36 die Unterschiede im Verformungsver-
halten zwischen der einfachen Lagerung in Punkt Msch und Auflagern in drei Punkten
bei einer konstanten Wandsteifigkeit von Bw = 3750MNm.
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Bild 7.35: Horizontale Verformung der Silowand mit Lager Msch
Die im ersten Diagramm dargestellten Verformungen sind deutlich größer als die Ho-
rizontalverformungen des steiferen Systems. Weiterhin zeigt die weichere Silostruk-
tur größere Schwingungsamplituten und somit geringer Spannungsmaxima aufgrund
des größeren Dämpfungsverhalten. Das Auflager in der Mitte des Trichters Mtr verän-
dert die Schwingungsamplituden in den betrachteten Punkten am deutlichsten, da die
Lastabtragung über das zusätzliche Auflager erfolgen kann.
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Bild 7.36: Horizontale Verformung der Silowand mit Lager D1, D2 und Mtr
Bild 7.37 verdeutlicht den Einfluß der Lagerung auf den zeitabhängigen Spannungsver-
lauf in der Mitte des Trichters. Wiederum erfährt die dreifach gelagerte Silostruktur die
größte Belastung während der Entleerung und zeigt geringere Schwingungsamplituten.
Somit erscheinen flexible Silowände geeignet, Spannungsextrema zu minimieren. An-
dererseits führt die Wahl steiferer Stukturen zu einem konstanten Ausfließen, welches
verfahrenstechnisch erwünscht ist.
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Bild 7.37: Spannungsverlauf für verschiedene Lager in h = 0,3 m
Bild 7.38 zeigt einen analogen Einfluß der Auflager für einen Punkt entlang der Silo-
wand in 0,185 m Höhe. Die Spannungsmaxima sind für alle Lagerbedingungen geringer
als in Bild 7.37, da der Einfluß des Phasenübergangs mit der Höhe zunimmt.
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Bild 7.38: Spannungsverlauf für verschiedene Lager in h = 0,185 m
Die Beispiele zeigen, daß das verwendete Materialmodell zusammen mit einer stren-
gen Fluid-Struktur-Kopplung erlaubt, Aussagen über die Wechselwirkung zwischen Si-
lowand und Schüttgut zu treffen und eventuell auftretende Spannungsextrema nur mit
Hilfe einer vollständigen Betrachtung des Silos vorhersagbar sind.
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8 Zusammenfassung
In dieser Arbeit wird ein Mehrphasenmodell für granulare Materialien entwickelt und
mit Hilfe der Raum-Zeit-Finite-Elemente-Methode unter Berücksichtigung von Fluid-
Struktur-Kopplung und freier Oberfläche für die Simulation des Entleerungvorganges
von Silos eingesetzt.
Vorhersagen über das Entleeren von Silos sind neben der verfahrenstechnischen Ausle-
gung auch für die konstruktive Bemessung der Silostruktur von großer Bedeutung, da
die Belastung infolge des dynamischen Fließens den statischen Ruhedruck lokal um ein
Vielfaches übersteigt. Lokale Spannungsmaxima, welche unmittelbar nach dem Öffnen
des Silos auftreten, können zu einem Versagen der Wand führen, werden jedoch in be-
stehenden Normen nicht berücksichtigt. Desweiteren führt das Zusammenwirken des
nichtlinearen Materialverhaltens, der Wandreibung und der Wechselwirkung zwischen
Schüttgut und Silostruktur zu einem pulsierenden Ausfließen. Zu den daraus resultie-
renden Phänomenen zählen Brückenbildung und tote Zonen ebenso wie Schwingungen
der Silowand.
Das Verhalten granularer Materialien unter großer Scherbeanspruchung und gerin-
ger Dichte, wie sie in einer Couette-Strömung für dünne Suspensionen und in
Hangrutschungen auftreten, besitzt große phänomenologische Ähnlichkeit zu nicht-
newtonschen Fluiden. Versuche zeigen eine Ratenabhängigkeit der Scherspannung und
die Existenz einer Grenzfließspannung analog zu Binghamschen Fluiden, welche mit
Hilfe einer Ersatzviskosität modelliert werden. Die Modellierung als Fluid ist für die
Beschreibung schneller Fließzustände und großer zurückgelegter Distanzen geeignet,
ermöglicht jedoch keine genaue Abbildung quasi-statischer Spannungszustände.
Andererseits ist das Materialverhalten im Ruhezustand durch Reibung, nichtlineare
Steifigkeit und eine Fließgrenze gekennzeichnet. Aufgrund ihrer Bedeutung in der Bo-
denmechanik existieren zahlreiche Modelle zur Beschreibung des quasi-statischen Zu-
standes, welche für unterschiedliche granulare Materialien und Anwendungen genutzt
werden. Zur Abbildung der Fließgrenze wird im Rahmen dieser Arbeit ein Modell für
viskoplastisches Materialverhalten gewählt, um einen stetigen Übergang zur Modellie-
rung als Flüssigkeit zu gewährleisten.
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In Silos findet unmittelbar nach dem Öffnen eine Phasenumwandlung von festem zu
flüssigem Zustand statt. Daher wird hier ein Modell entwickelt, welches das Gesamt-
materialverhalten als gewichtete Summation aus Flüssigkeits- und Feststoffverhalten
beschreibt. Der Wichtungsfaktor berücksichtigt dabei den vorherrschenden Phasenzu-
stand, vorrangig abgeleitet aus Scherrate und Scherspannung. Der additive Modellan-
satz erlaubt mit relativ geringem numerischen Aufwand die Simulation komplexer Vor-
gänge wie das Entleeren von Silos oder den Phasenübergang zu Beginn von Hangrut-
schungen. Weiterhin erfordert das gewählte Modell nur eine geringe Anzahl zu bestim-
mender Modellparameter, welche für beide Komponenten getrennt ermittelt werden
können.
Die Diskretisierung der Modellgleichungen erfolgt einheitlich für Silowand, Schüttgut
und umgebende Luft mit der Raum-Zeit-Finite-Elemente-Methode. Die Methode er-
laubt die Berechnung komplexer Geometrien sowie eine monolithische Kopplung der
Medien zur Untersuchung der gegenseitigen Wechselwirkung. Die Beschreibung des
Entleerungsvorganges von Silos erfordert weiterhin die Abbildung der freien Oberflä-
che, welche mit Hilfe der Level-Set-Methode bestimmt wird. Ein weiterer Schwerpunkt
der Arbeit liegt in der Beschreibung dehnungsabhängigen Materialverhaltens in Euler-
scher Betrachtungsweise, die eine explizite Kopplung mit der Silostruktur ermöglicht
und für die Betrachtung des nahezu konstanten Kontrollvolumens innnerhalb des Silos
geeignet ist.
Numerische Simulationen von Hangrutschungen und Schüttkegeln zeigen die Lei-
stungsfähigkeit des entwickelten Modells und der numerischen Umsetzung. Die durch-
geführten Simulationen ermöglichen eine Anpassung der Modellparameter an Ver-
suchsdaten und zeigen die Vorteile der entwickelten Zweiphasenmodellierung gegen-
über einer einseitiger Betrachtung als Feststoff oder Flüssigkeit.
Die Erkenntnisse werden zur Analyse der Phänomenologie der Siloentleerung und zur
Gewinnung von Aussagen über Einflüsse geometrischer sowie materieller Größen ge-
nutzt. Dabei stehen das zeitabhängige Entleerungsverhalten, die resultierenden Span-
nungen sowie Einflüsse aus Wandsteifigkeit, Wandreibungswinkel und Silogeometrie
im Mittelpunkt der Betrachtungen. Eine abschließende Untersuchung zeigt die not-
wendige Berücksichtigung der Wandverformung und ihrer Wechselwirkung mit dem
Schüttgut, um realistische Vorhersagen der auftretenden Wandspannungen zu ermögli-
chen.
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Summary
The presented work introduces a continuum mechanical model describing fluid and
solid properties of granular materials and the implementation of this multiphase model
in the space-time-finite element method. Considering fluid-structure interaction and
free surface flow the discharge process of silos is simulated. During the silo discharge a
number of effects are observed that may cause serious difficulties concerning process-
ing as well as structural damage. Compression zones appear due to a pulsating outflow
that may form solid zones along the edges or bridging effects which prevent further
discharge. Special investigations are required to analyse the occurrence of a switch
between fluid and solid stress conditions at the beginning of flow. The resulting local
stress maxima may lead to local failure of the silo structure and are therefore of criti-
cal interest to design of silos. Nevertheless, the existing standards only consider static
behaviour and use scaling factors to take dynamic loading into account.
Granular materials applied to high shear rates and with low density may show large
phenomenological similarities to non-Newtonian fluids. This occurs in Couette-flow of
thin suspensions as well as in avalanches. Experiments show a rate dependent material
behaviour of the shear stress and the existence of a yield stress in analogy to Bingham
fluids. This can be modelled using an artificial viscosity. Modelling granular materials
as fluids is valid for describing fast flows and large displacements but does not allow
for the description of quasi-static states.
On the other hand, the granular material behaviour at rest is governed by internal fric-
tion, non-linear stiffness and a yield stress. Due to its relevance in soil mechanics
numerous models exist, that describe quasi-static behaviour. They are valid for vari-
ous granular materials and applications. In this work, a visco plastic material model is
applied including yield surface and flow rule to ensure a steady transition to the flow
regime.
In silos, a phase transition between solid, visco-plastic state and the fluid like state
occurs immediately after the beginning of discharge. Therefore, the presented material
model describes the total stress as weighted sum of fluid and solid stresses. The additive
model allows for the simulation of complex processes such as the discharge of silos and
the phase transition at the beginning of avalanches with relatively low computing time.
Furthermore, the developed model requires only a few model parameters, which may
be determined separately for each phase.
The same discretisation scheme, the space-time-finite-element method, is used for silo
structure, bulk material and surrounding air. The method permits the simulation of
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complex geometries and the monolithic coupling of all considered media enabling the
investigation of interaction mechanisms. Furthermore, the description of the discharge
process in silos requires a representation of free surface flow. For this reason the level
set method is employed. Another main task of the presented work is the description
of strain dependent material behaviour in an Eulerian description. The chosen method
allows the explicit coupling of silo structure and granular material and the consideration
of a nearly constant control volume.
Numerical simulations of avalanches and granular heaps show the performance of the
developed model and its numerical implementation. The simulations undertaken allow
for the adjustment of model parameters to existing experimental results. They underline
the advantages of a multiphase model combining fluid and solid properties for granular
materials.
The achieved results are used for the analysis of silo discharge, its phenomenology and
the influence of geometrical as well as material parameters. Time dependent discharge
process, resulting stesses and the influence of wall stiffness, wall friction and silo ge-
ometrie are of particular interest. Finally, an investigation shows the necessary consid-
eration of wall deformation and its interaction with bulk material to achieve realistic
predictions for the loading of the silo structure.
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